UNIVERSITE LYON 2 PROBABILITE
LICENCE 2 MIASHS

TD3 : Exercices sur les lois de probabilités sur les entiers et sur la droite réelle.

Exercice 1 On considére la loi de Bernoulli sur ’ensemble Q2 = {0, 1}, spécifiée par

P{1}) =p et P{O})=1-p.
On note la loi de Bernoulli B(1, p).

1. Enumérez tous les événements possibles sur {2 et donner leur probabilité.
Les événements possibles sont toutes les parties de €2, ¢’est-a-dire

o, {0}, {1}, Q={0,1}.

Leurs probabilités sont

P@)=0, P{O})=1-p P{1})=p P©Q)=1

1
2. On appelle premier moment de la loi de Bernoulli la valeur m; = Z k P({k}). Calculer la

k=0
valeur exacte de m; en fonction de p. Représenter la fonction p — m;.
On a

my =0xP{0})+1xP{1})=0x(1—p)+1xp=p.
Donc

mq = Pp.
La représentation de p — m; est la droite d’équation y = p sur U'intervalle [0, 1].
1
3. On appelle second ou deuxiéme moment de la loi de Bernoulli la valeur my = Z k* P({k}).
k=0

Calculer la valeur exacte de my en fonction de p. Représenter la fonction p — ms.
Comme 0% = 0 et 1? = 1, on obtient

my =0 x P({0}) + 1> xP({1}) =0x (1—p)+1x p=p.

Donc
mo = P.

La représentation de p — my est encore la droite d’équation y = p sur [0, 1].



1
4. On appelle la variance de la loi de Bernoulli la valeur o = Z(k —mq)? P({k}). Calculer la
k=0
valeur exacte de o2 en fonction de p. Représenter la fonction p — o

Comme m; = p, on a

Ainsi

C’est une parabole concave, nulle en p =0 et p = 1, et maximale en p = % avec valeur i.

1
1
5. On appelle entropie de la loi de Bernoulli la valeur £ = Z P({k}) In (]P( k)
k=0

valeur exacte de £ en fonction de p. Représenter la fonction p — £.

On obtient
1 1
E=(1—p)ln + ln(—)
(=) (1—19) PR

= —(1—p)In(1 —p) — pln(p).

) . Calculer la

Donc
E(p) = —pnp — (1 —p)In(1 - p),

avec la convention usuelle 0In(0) = 0 par passage a la limite. Cette fonction est concave,
symétrique par rapport a p = %, nulle en p =0 et p =1, et maximale en p = % avec valeur

(1) =In2.

Exercice 2 On considére la loi uniforme sur 'ensemble Q2 = {1,2,..., K}, c’est la dire la loi qui
assigne a I'événement {k} la probabilité P({k}) = 1/K. On note U(€2), la loi uniforme sur €.

K
1. Calculer le premier moment m; de la loi uniforme sur {1, 2, ..., K}, donné par m; = Z EP({k}).
k=1

1
Comme P({k}) = 7 pour tout k, on a




Donc
K+1
my = ——.

2

K
. Calculer le second moment ms de la loi uniforme sur {1, 2, ..., K'}, donné par my = Z k> P({k}).
k=1

On utilisera la formule

1)(2 1
12+22+32+42+...+nQ:n(nJr J2n+1)

6
On a
_ikz 1 _iikQ_i K(K +1)(2K +1)
MTLY R TR TK 6
(K +1)(2K +1)
= : ,
Donc
(K+1)(2K + 1)
moy = .
6
K
. La variance de la loi uniforme sur {1,2,..., K} est donnée par o = Z(k‘ —mp)* P({k}).
k=1
Montrer que 0* = my — mj. Calculer alors 0.
En développant le carré,
K
7 = 3 (k —m)* B({k))
k=1
K
— Z(kz2 — 2kmy +m7)P({k})
k=1
K K K
= ST RB((RY) — 2m S KB + 2 3 P({k))
k=1 k=1 k=1

I
3

2 2 _ 2
9 —2mi +mj = mg — mj.

Donc

o (K+1)€(52K+1) B (K;1)2

2K +1 K+1
— (K +1 -
( +>( . . )
4K +2—-3K —3
=(K+1)- G

(K+1)(K—-1) K*—1

12 12




Ainsi

, K2-—1
12

Exercice 3 On considére la loi de Poisson de paramétre A sur 'ensemble 2 = {0,1,2,...} = N,
spécifiée par

P({k}) = exp(—A) =k kE=0,1,2,....
On note la loi de Poisson P(A).

1. Donnez toutes les dérivées f'(0), f”(0), f"(0), etc ... de la fonction exponentielle f(x) =
exp(z) en 0. Lorsqu’il est possible de le définir pour une fonction suffisamment sympa, le
développement de Taylor d’une fonction est

f(iE) — f(O) + %f’(O)ZL‘ + %f//(o)x2 + %f///(o)m?) + %f////«))le 4.

Montrez que dans le cas de la fonction exponentielle, on a’

-+00 l’k
exp(z) = Z o
k=0
Pour la fonction f(z) = exp(x), toutes les dérivées sont égales a exp(z). Donc, en 0,

f(0) =1, f1(0) =1, f(0) =1, f7(0) =1,
Ainsi, le développement de Taylor en 0 devient
22 2 2t

x
exp(x):1+i+§+§+z+~~

— Z T
k=0
+oo
2. On appelle premier moment de la loi de Poisson la valeur m; = Zk P({k}). Calculer la
k=0
valeur exacte de m; en fonction de A. Représenter la fonction A — m;.
On calcule
+oo —+00
AP AP
_ AN A A
ml—Zke E—e Zkk!
k=0 k=1
+oo k-1 100
A N
D WIS ) o
e e
—1)! 1l
p (k—1)! pril
= e et =\

1. une formule trés importante pour énormément d’applications



Donc
my = A

La représentation de A — m; est la droite d’équation y = X\ sur R,.
400
3. On appelle second ou deuxiéme moment de la loi de Poisson la valeur my = Z E* P({k}).
k=0
Calculer la valeur exacte de ms en fonction de . Représenter la fonction A — ms..
On utilise Iidentité k* = k(k — 1) + k. Alors

+o0 - )\k +o0 )\)\k +o0 /\)\k
mQZZk e E:Zk(k‘—l)e H%—Zke o
k=0 k=0 k=0
+oo 400 .
AF N
A _\2 -A A
=e Z—(k_2)1+m1_)\ e Zj! + A
k=2 7=0
=X+
Donc
mo = )\2 —|— /\
La représentation de \ — my est la parabole d’équation y = \? + .
“+oo
4. On appelle la variance de la loi de Poisson la valeur o° = Z(k —my)? P({k}). Montrez
k=0
que 0 = my — mj. Calculer la valeur exacte de o en fonction de \. Représenter la fonction

A\ = o2

Comme dans 'exercice précédent,

0 =my —mi.

En remplacant par les valeurs trouvées,
ol =N+ N ==
Donc
o=\

La représentation de A — o2 est la droite d’équation y = ). Pour une loi de Poisson, I’espérance
et la variance sont égales.

Exercice 4 On considére maintenant I’ensemble (2 = R, . Contrairement aux exemples précédents,
on ne peut pas énumérer I'un aprés 'autres les éléments de ’ensemble €2 et on dit que €2 n’est pas
dénombrable. On considére la loi exponentielle de paramétre A qui pour tout intervalle [a,b) est
spécifiée par

/ Aexp(—Az) dx.
[a,b)

On note la loi exponentielle £(A).



1. Calculez

/ Aexp(—Az) dz.
[0,4-00)

Est-ce que le résultat est surprenant ?
On calcule

+o0o
/0 e M dy = [—e_’\"”]:)roo =0—(-1)=1.

Ce résultat n’est pas surprenant : la densité d’une loi de probabilité doit avoir une masse totale
égale a 1.
2. Pour tout a, b € €2, calculer

/ Aexp(—Az) dx.
[a.0]
Pour 0 < a < b,
b
/ e M dy = [—e’)“”]z =e M eV
Donc

/ e Mdr = e — e,
[a,b]

3. On appelle le premier moment m; de la loi exponentielle la quantité
m; = / zAexp(—Az) dx.
[0,400)
On utilisera pour cela la formule d’intégration par parties :

f(@)g (z)de = f(b)g(b) — fla)g(a) — [ [(x)g(x)d.

[a,b) [a,b)

Posons f(z) = z et ¢'(z) = \e ™7, donc f'(x) = 1 et g(z) = —e . Alors
+o00
my, = / zhe M dx
0

+00
_— [—q;e_kﬂ ;_OO —+ / e M dx.
0

Or ze ™ — 0 quand = — +o0, donc le terme de bord vaut 0. Il reste

-z -z
my = e dr = |——e = —.
' A {A Y

1

Ainsi

my =



4. On appelle le second moment ms de la loi exponentielle la quantité
my = / *Xexp(—Az) dx.
[0,400)

On utilisera pour cela a nouveau la formule d’intégration par parties.
Posons cette fois f(x) = 22 et ¢'(z) = Ae™*, donc f'(z) = 2z et g(z) = —e . Alors

“+o00o
mo = / 22 \e N dx
0

“+o0o
= [—1’26_)@}3_00 + 2/ re M dx.
0

Le terme de bord vaut encore 0, donc

“+o00
my = 2/ xe M dx.
0

Or . .
o 1 o 1
/ ze M dr = —/ x e Mdr = M —.
0 A Jo

Par conséquent,

2
mo = ﬁ
On peut en déduire la variance :
) , 2 1 1

Exercice 5 On considére maintenant 2 = R. La loi Gaussienne sur €2 = R est spécifiée sur tous les
intervalles [a,b) de R par la formule

/ 1 exp <_M> dr.
[ab) V2mo? 202

On admettra que le premier moment de la loi Gaussienne est

1 (x—uf)
r—— exp| ———=> | dr =
/(oo,oo) V2mo? ( 202 H

et que la variance de la loi Gaussienne est

1 (z— p)?
2 2
T — xp [ —~—— | dz = o
/(—oo,oo)( ml) 27(0’2 ¢ ( 2C 2




1. Regarder une représentation de la fonction

o) = = o (-2

sur internet (Wolfram alpha par exemple). Cette fonction admet-elle des symétries particu-
liéres ?

Oui. La courbe est en cloche et elle est symétrique par rapport a la droite verticale z = u. En
effet, pour tout t € R,

¢ +1) = ol —1).
En particulier, si = 0, la densité est paire : ¢(—z) = ¢(x).
2. Y-a-t-il une relation entre la probabilité de 1’événement (—oo,a| et celle de 'événement
[—a,+00) lorsque =07
Oui. Lorsque p = 0, la densité est symétrique par rapport a 0, donc

P(X <a)=P(X > —a).
Comme une loi gaussienne est continue, P(X = —a) = 0, donc on peut écrire aussi

P((—o0,al) = P([—a, +0)).

3. A-t-on, pour tous a, b, ¢ tels que a < b < ¢, la relation

/ MR S (_(9”—_“)2) dx:/ r Y e (_(“7—_“)2) i
(ad V2mo? 202 (@] V2mo? 202
1 @—uf)
+ T exp | ——— | dx?
/(b,c} 2mo? P < 20?

(a,c] = (a,b] U (b, ¢,

et ces deux intervalles sont disjoints. L’intégrale d’une fonction intégrable sur une union dis-
jointe est la somme des intégrales sur chaque morceau. On a donc bien

/(a’c} xo(z)dx = /(mb] zé(z) de + /(b,c} xo(z) d.

4. Regarder dans la table de la loi Gaussienne la probabilité de I’événement (—oo,0], et de
I’événement (—oo, 1] puis de I'événement (—oc, 1] lorsque p = 0 et o> = 1 (on appelle la loi
Gaussienne correspondante la loi Gaussienne centrée réduite).

Oui. En effet,

Pour la loi gaussienne centrée réduite N (0, 1), la table donne
P(X <0)=0,5

et
IP’(X < 1) ~ 0,8413.

Autrement dit, environ 84,13% de la masse de probabilité se trouve a gauche de 1.



