UNIVERSITE LYON 2 PROBABILITE
LICENCE 2 MIASHS

TD4 : Exercices sur les variables aléatoires et leurs lois de probabilités sur les entiers et sur la droite
réelle.

Exercice 1 On considére une variable aléatoire X de Bernoulli, dont la loi est spécifiée par
PH{X =1})=p etP{X=0})=1-p.

On note la loi de Bernoulli B(1, p).

1. Calculer 'espérance de X.

2. Calculer la variance de X.

3. On ajoute une autre variable aléatoire X’ & X, indépendante de X et de méme loi.
(a) Donner 'espérance de X + X'
(b) Donner la variance de X + X'.
(¢c) Donner la loi de X + X'

Exercice 2 On considére une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur ’ensemble Q =
{1,2,..., K}, c’est la dire la loi qui assigne a I’événement {X = k} la probabilité¢ P({X = k}) = 1/K.
On note X ~ U(1).
1. Calculer 'espérance de X.
2. Calculer la variance de X.
3. On ajoute une autre variable aléatoire X’ & X, indépendante de X et de méme loi.
(a) Donner 'espérance de X + X'
(b) Donner la variance de X + X'

(c) Donner la loi de X + X’ (attention, cette question est un peu longue et on peut la sauter
en premiére lecture puis y revenir a la fin du TD).

Exercice 3 On considére une variable aléatoire X suivant la loi de Poisson P()) de paramétre A
sur 'ensemble Q = {0,1,2,...} = N, spécifiée par
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1. Calculer 'espérance de X.

2. Calculer la variance de X.

3. On ajoute une autre variable aléatoire X’ 4 X, indépendante de X et de méme loi.
(a) Donner I'espérance de X + X’
(b) Donner la variance de X + X’

(c) Donner la loi de X + X' en supposant que la loi d’'une somme de deux variables Poisson-
niennes indépendantes est encore une variable de Poisson.

Exercice 4 On considére une variable aléatoire X de loi exponentielle de parameétre A qui pour tout
intervalle [a,b) est spécifiée par

/ Aexp(—Az) dz.
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On note la loi exponentielle £(N).
1. Donner I'espérance et la variance de X
2. On ajoute une autre variable aléatoire X’ & X, indépendante de X et de méme loi.
(a) Donner 'espérance de X + X'.
(b) Donner la variance de X + X'

(¢) Donner la loi de X + X' en supposant que la somme de deux variables exponentielles
indépendantes est encore une variables exponentielle.

Exercice 5 On considére maintenant 2 = R. La loi Gaussienne sur €2 = R est spécifiée sur tous les
intervalles [a,b) de R par la formule
2
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On admettra que le premier moment de la loi Gaussienne est
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et que la variance de la loi Gaussienne est

1 (z — p)?
—my)? ) dx =%
/(00700) (x —my) 53 exp ( 572 r=o0

1. Donner I'espérance et la variance de X

2. On ajoute une autre variable aléatoire X’ a X, indépendante de X et de méme loi.
(a) Donner 'espérance de X + X'
(b) Donner la variance de X + X'



(c) Donner la loi de X + X’ en supposant que la somme de deux variables gaussiennes indé-
pendantes est encore une variable gaussienne.

Exercice 6 La fonction de répartition d’une variable Gaussienne X ~ N (u, 0%) vaut
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la fonction de répartition associée & une variable Gaussienne centrée réduite.

On note

1. Comment peut-on calculer la probabilité
Pla < X <)

a ’aide de la table de la loi normale centrée réduite ?

2. Calculer
Pla < X <b)
pour u=3,0°=4,a=—-ocoetb=3
3. Calculer
Pla < X <)
pour p=3,0°=4,a=3et b= +o0.
4. Calculer
Pla < X <)

pour =3, 0°=4,a=—1etb=2
5. Refaire les mémes calculs pour p = 5 et o2 = 4.

6. (Pour ceux qui aiment bien les intégrales!) En posant

dans
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et en effectuant ce changement de variable dans l'intégrale, peut-on dire que

Floe(z) = @ (‘” - “) ?




