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Probabilités : les bases

Définition
Un événement aléatoire est quelque chose qui peut se produire. On cherche
a savoir quelle est la chance qu'il se produise.

Par exemple, "mon bus arrive dans 2 min”, "le médicament va marcher sur
ma femme"” ou "je vais avoir une calvitie avant 30 ans” sont des événements
aléatoires.

Les matheux sont flemmards, pour éviter d'écrire beaucoup de mots, on note sou-
vent un événement par une lettre. L'événement "mon bus arrivera dans 2 min” de-
vient "A" par exemple.

La probabilité d'un événement est un nombre entre 0 et 1 qui dit a quel point
il a de chance de se produire.

Probabilité de 0 : I'événement ne se passe jamais, de 1: I'événement se passe
presque stirement. De 0.5 : 50% de chance que I'événement se produise.

Définition
L'événement contraire d'un événement s'appelle le complémentaire, noté
avec une barre au dessus, A.

Le complémentaire de "mon bus arrivera dans 2 min” est "mon bus n’arrivera
pas dans 2 min”.

/\ |l faut faire attention a bien écrire le contraire de I'événement. Le complé-
mentaire de I'événement "je vais avoir une calvitie avant 30 ans" n'est pas "je ne
vais pas perdre de cheveux avant 30 ans”, mais bien "je n'aurais pas de calvitie
avant 30 ans".

Si un événement est trés probable, on s’attend a que son complémentaire ne
le soit pas, et vice versa. Par exemple, "gagner au loto” est un événement trés
peu probable, donc "perdre au loto” est un événement trés probable.



En fait, on a

P(A) =1— P(A)

Comment calculer la probabilité d'un événement, dans le cas ou je connais
tous les événements possibles et qu'ils ont la méme chance de se produire ?

AN/ A __ nombre de cas favorables a |I'événement
P(evenement) - nombre total

Sij'ai un sachet avec 2 bonbons a la menthe, 3 a I'orange et 5 au citron, et que
j'ai autant de chance de piocher chaque bonbon, la probabilité que je pioche
un bon bon a la menthe est nombre de bonbons a la menthe / nombre total de
bonbons =2/(2 + 3 +5).

Intersection d’événements

[l arrive que j'ai plusieurs événements et je veuille étudier la probabilité qu'ils arrivent
en méme temps.

Quelle est la probabilité que je gagne au Loto ET a I'Euromillion le méme jour ?

~

C'est ce qu'on appelle l'intersection de deux événements :

ANB.

La probabilité P(ANB) est appelée probabilité conjointe des deux événements
AetB.

Décomposer un événement : la formule des probabilités totales

Parfois, pour calculer la probabilité d'un événement, il est utile de le découper selon
plusieurs cas possibles, qui forment une partition. Cela permet de simplifier le calcul
en considérant des situations plus simples, puis en les additionnant.

Quelle est la probabilité que je sois en retard, sachant que je peux venir en bus,
en vélo ou a pied ?



Chaque jour, je prends un seul moyen de transport :
e B, :jeprends le bus,

e B, :jeviens a vélo,

e B, :jeviens a pied.

Ces événements sont disjoints deux a deux et couvrent toutes les possibilités :
ils forment une partition. Le retard R peut donc survenir de différentes fagons :

 je suis en retard et j'ai pris le bus: RN By,

e je suis en retard et je suis venu a vélo : RN B,,

* je suis en retard et je suis venu a pied : RN B;.

Puisque ces cas sont exclusifs, la probabilité d'étre en retard peut s'écrire comme

une somme :

P(R) = P(RNB,)+ P(RNB,) + P(RN By).
Supposons que I'on dispose directement des probabilités conjointes suivantes :
e P(RNB,) = 0,20,
e P(RNB,) = 0,03,
e P(RN By) =0,01.

Alors, on peut simplement écrire :

P(R) = P(RNB,)+ P(RN B,) + P(RN By)
= 0,20 + 0,03 + 0,01 = 0,24.

On additionne ici toutes les fagcons possibles d’étre en retard, selon le moyen
de transport utilisé. Cette approche fonctionne dés qu’on peut découper un
événement global en plusieurs cas exclusifs plus simples.



Formule des probabilités totales — version conjointe.
Soit A un événement, et soit (B,, B, ..., B,,) une partition de l'univers, c'est-a-
dire une famille d'événements deux a deux disjoints tels que :

e B, N B; = pour tout i # j,

Alors, la probabilité de A peut se décomposer comme :

P(A)=P(ANBy;)+P(ANB,) +-+ P(ANB,).

Union d’'événements

Maintenant, pour reprendre I'exemple des jeux d'argent, on peut aussi se dire : en
vrai, si je gagne déja un des deux jeux, c'est déja pas mal.

Quelle est la probabilité que je gagne AU MOINS un des deux jeux de hasard
(voir les deux) ?

C'est ce qu'on appelle I'union de deux événements :

AUB

Dans les cas les plus faciles, on peut calculer la probabilité de I'union de deux
événements et la probabilité de l'intersection de deux événements avec du bon sens.
Par exemple, si on prend un jeu de 52 cartes, et qu'on se demande

| Quelle est la probabilité de tirer une reine ou une carte rouge ?
On peut y arriver sans formule, juste en comptant.
| Il'y a 4 reines dans le jeu, et 26 cartes rouges (13 cceurs + 13 carreaux).
Mais attention ! Les reines rouges (la reine de cceur et la reine de carreau) sont
comptées deux fois si on additionne bétement 4 + 26. Donc il faut faire : Nombre

total de cartes qui sont soit des reines, soit rouges = 4 (reines) + 26 (rouges) - 2
(reines rouges) = 28. Donc la probabilité = 28 / 52. Et si maintenant on se demande



Quelle est la probabilité de tirer une carte qui est a la fois une reine ET rouge ?

C'est simple, il y'en a 2 (reine de cceur et reine de carreau), donc la probabilité = 2
/ 52.

A\ Attention & bien enlever les éléments en double (donc faire —P(ANB)) quand
vous calculez la probabilité de I'union P(AU B) en additionnant simplement P(A)
et P(B). Dans notre exemple on enlevait bien les deux reines rouges. Voir la
propriété qui suit.

Voici la formule pour I'union en général :

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)

Evénements indépendants et incompatibles

Définition
Deux événements sont dits indépendants si la réalisation de I'un n'apporte
aucune information sur la réalisation de l'autre.

Les événements "j'ai révisé” et "je réussi le contréle” ne sont pas indépendants.

Quand deux événements sont indépendants, on peut utiliser la formule P(AN B) =
P(A) x P(B) (on va voir pourquoi apres).

Définition
Enfin, deux événements sont incompatibles si ils ne se produisent jamais en
méme temps :

P(ANB) =0

Au jeu de pile ou face, les événements "Je suis tombé sur pile au premier
lancer” et "Je suis tombé sur face au premier lancer” sont incompatibles. Soit
on tombe sur pile, soit sur face.




Probabilités conditionnelles

Définition
La probabilité conditionnelle d'un événement aléatoire B "sachant un événe-

ment aléatoire A" est la probabilité que B se réalise sachant que A s'est réalisé
avec certitude. On la note

PA(B)

et elle est définie par la formule

Imaginons que Jules se soit inscrit sur Tinder et notont les événements A :
Jules recoit une réponse aprés avoir envoyé un message et B : Jules a matché
avec quelqu’un. En général, Jules match dans 10% des cas et quand il envoie
un message apres, il recoit une réponse dans 30% des cas. Donc P(B) = 0.1
et P(A) = 0.3. Vu qu’on ne peut pas envoyer de message sans avoir match
avant, la probabilité de B sachant A vaut1: P,(B) = 1.

On a vu précédemment que si deux événements sont indépendants, P(AN B) =
P(A) x P(B). En fait, la formule qui est vraie méme si les deux événements ne sont
pas indépendants est

P(ANB) = P(A) x P,(B).

En gros, la probabilité que A et B se produisent, P(A N B), est égale a la probabilite

que A se produise, P(A), fois la probabilité que B se produise sachant que A s'est
produit.

Considérons une boite contenant :
e 3 chocolats noirs,
e 2 chocolats au lait.

On tire successivement deux chocolats sans remise. Définissons les événe-
ments :

» A: "Le premier chocolat tiré est au lait”,

e B: "Le deuxieme chocolat tire est au lait”.




Ces événements ne sont clairement pas indépendants.

On cherche a calculer P(A N B), c'est-a-dire la probabilité de tirer deux
chocolats au lait. Commencons par calculer P(A). Il'y a 5 chocolats au total,
dont 2 au lait. Donc

Maintenant, pour la probabilité conditionnelle P,(B). Sile premier chocolat tiré
est au lait, il ne reste plus qu’1 chocolat au lait sur 4 chocolats. Alors :

En appliquant la formule,

1

1
4 10

P(ANB) = P(A) x Py(B) = ; X

Sion calculait la probabilité P(ANB) ala main avec la formule P(événement) =

nombre de cas favorables & I'événement . |
e el , on trouverait aussi 10°

Formule des probabilités totales (version conditionnelle)

On a vu que si un événement A peut survenir via plusieurs "chemins” exclusifs
B,,...,B,, alors:

P(A)=P(ANBy)+P(ANBy)+-+P(ANB,,).
Mais grace a la formule suivante :
P(ANB;) = Py (A)P(By),
on peut écrire la version conditionnelle de la formule des probabilités totales :

P(A) = Pp (A) + Py (A) + -+ Ppg_(A).

Définition

C'est ce qu'on appelle la formule des probabilités totales en version condi-
tionnelle.

Reprenons I'exemple du retard, avec les probabilités suivantes :
o P(B1> — 0,5, P(BQ) — 0,3' P<B3) — 0’2,
« Py (R) =04, Py (R) =0,1, Pg (R) = 0,05.
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Alors :

P(R) = P, (R)P(By) + Pp,(R)P(B,) + P, (R)P(B;)
=0,4 % 0,5+ 0,1 x 0,3 40,05 x 0,2
=0,24.

C'est une approche tres puissante quand on connait bien les cas particuliers.

Indépendance avec les probabilités conditionnelles

Deux événements aléatoires A et B sont indépendants si

Oou encore

Cette formule signifie : que A se produise avant ou non, B ala méme chance de
se produire. En gros, la réalisation de A n'a pas d’impact sur la réalisation de
B, ce qui est exactement I'indépendance. A partir de cette formule, on retrouve
que A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A) x P(B).

Les tableaux de probabilité (tableaux de contingence)

Un tableau de probabilité (ou tableau de contingence) est un outil permettant

d'organiser et de visualiser les probabilités associées a deux variables aléa-

toires, généralement croisées selon deux critéeres (comme I'age et I'avis dans
le TD).

conditionnelles ou totales, et pour appliquer le théoreme de Bayes.

Les tableaux sont particulierement utiles pour calculer des probabilités marginales,



Comment lire un tableau de probabilité

Evénement A A Total

Evénement B3| P(ANB) | P(ANB)| P(B)

B P(ANB) P(ANB) | P(B)
Total P(A) P(A) 1

Chaque case d'un tableau croisé indique la probabilité conjointe de deux
événements. En additionnant les cases sur une ligne ou une colonne, on ob-
tient les probabilités marginales (c'est la formule des probabilités totales) :

P(A)=> P(ANB;) ; P(B)=) P(A4;NB)

Les probabilités conditionnelles peuvent étre calculées en divisant une proba-
bilité conjointe par une probabilité marginale, c’est a dire en divisant une case
par le total sur une ligne ou colonne :

p,(5) = PANB)

. _ P(ANB)
W ) PB(A)_

P(B)

A\ Assurez-vous que la somme de toutes les probabilités du tableau est égale
a 1. Sinon, il y a une erreur.

Exemple concret : avis sur le concours de l'internat

Pour le concours (])

Contre le concours (/)

Moins de 22 ans (A)

7.8%

32.2%

Plus de 22 ans (A)

18.2%

41.8%

Interprétation et calculs

e P(ANI)=0.078
e P(ANI) =0.322
e P(ANTI)=0.182
e P(ANT)=0.418



P(I)=007840.182=026 ; P(A)=0.078+0.322 =0.40

Quelle est la probabilité qu’'un étudiant soit pour le concours sachant qu'il a moins
de 22 ans ? On applique :

(ANT)  0.078

= = 0.195 = 19.
P(A) 0.40 0105 = 19.5%

Py ="

Pour utiliser un tableau de probabilité :
1. Identifiez clairement les variables croisées
2. Complétez le tableau avec les probabilités conjointes
3. Additionnez lignes ou colonnes pour obtenir les marginales

4. Utilisez les formules pour obtenir des probabilités conditionnelles

Les arbres de probabilité

Définition
Un arbre de probabilité est une représentation graphique qui permet de vi-
sualiser les différentes possibilités lors d'expériences aléatoires successives,

ainsi que leurs probabilités.

Les arbres sont particulierement utiles pour résoudre des problemes impliquant
des probabilités conditionnelles et pour calculer la probabilité d'une séquence

d’événements.
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Comment construire un arbre de probabilité

Pour construire un arbre de probabilité :

1. Partez d'un point initial (la racine)

2. Pour chaque étape de l'expérience, créez des branches représentant

toutes les possibilités

3. Etiquetez chaque branche avec la probabilité conditionnelle correspon-

dante

4. A la fin de chaque chemin, indiquez I'événement final correspondant

Départ

Comment lire un arbre de probabilité

P(A) x P,(B)

P(A) x P,(B)

P(A) x P4(B)

P(A) x P4(B)

Pour calculer la probabilité d'un événement final dans un arbre de probabilité :

Probabilité d'un chemin = Produit des probabilités le long du chemin

M



Pour trouver la probabilité d'un événement qui peut se produire de plusieurs
facons différentes, additionnez les probabilités des chemins correspondants.

A\ |l est essentiel que les probabilités sur les branches partant d'un méme nceud
somment a 1. Si ce n'est pas le cas, I'arbre est incorrect.

Exemple concret

Une entreprise fabrique des puces électroniques dans deux usines. L'usine
A produit 60% des puces, et I'usine B produit les 40% restants. Dans I'usine
A, 5% des puces sont défectueuses, tandis que dans I'usine B, 3% des puces
sont défectueuses. Quelle est la probabilité qu’une puce choisie au hasard soit
défectueuse?

0.6 x 0.05 =0.03

0.6 x 0.95 = 0.57

0.4 x 0.03 = 0.012

0.4 x 0.97 = 0.388

Pour trouver la probabilité qu'une puce soit défectueuse, nous additionnons les
probabilités des chemins menant a une puce défectueuse:

P(puce défectueuse) = 0.03 + 0.012 = 0.042 = 4.2%
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Pour résoudre un probléme avec un arbre de probabilité :
1. Identifiez clairement les événements et les étapes
2. Dessinez I'arbre en partant de la racine
3. Notez les probabilités sur chaque branche
4. Multipliez les probabilités le long de chaque chemin
5

. Additionnez les probabilités des chemins correspondant a I'événement
recherché

L'arbre de probabilité est particulierement utile pour appliquer le théoreme de
Bayes, car il permet de visualiser et calculer facilement les probabilités condi-
tionnelles inverses.

Théoréme de Bayes

Le théoréme de Bayes est une formule qui permet de calculer la probabilité
conditionnelle inverse : si on connait P,(B), le théoréme nous donne Pyz(A)

avec la formule :

Le théoréme de Bayes nous aide a “renverser” la condition. Par exemple, si on
connait la probabilité qu’un test médical soit positif sachant qu’on est malade,
on peut calculer la probabilité d'étre malade sachant que le test est positif.

A\ Attention, la formule de Bayes peut aussi s'écrire :

C'est la méme chose car on sait que P(AN B) = P(A) x P,(B).

13



Exemple d'application

Un nouveau test de dépistage d'une maladie est correct dans 95% des cas
chez les personnes malades (sensibilité), et dans 90% des cas chez les per-
sonnes non malades (spécificité). Si cette maladie touche 1% de la population,
quelle est la probabilité qu’une personne soit réellement malade si son test est
positif?

Notons :

e M : la personne est malade
e T': le test est positif

Nous connaissons :

o Py (T)=0.95

o P(T)=0.10

e P(M)=0.01

Nous cherchons Pj(M).

0.01 x 0.95 = 0.0095

0.01 x 0.05 = 0.0005

Population

0.99 x 0.10 = 0.099

0.99 x 0.90 = 0.891

Appliquons la formule de Bayes :

14



P(M) x Py (T)
P(T)
P(M) x Py (T)
P(M) x Py(T) + P(M) x Py(T)
0.01 x 0.95

= 0.01 x 0.95+ 0.99 x 0.10
B 0.0095

~0.0095 + 0.099

~0.0095

~0.1085
~ 0.0875 ~ 8.8%

PT(M):

Seulement 8.8% des personnes ayant un test positif ont réellement la maladie!
Ce résultat peut sembler étonnant, mais s’explique par la faible prévalence de
la maladie dans la population. C’est ce qu’on appelle le "paradoxe de la base
rate” ou "paradoxe des probabilités conditionnelles”.

Lois de probabilité discréetes

Définition

Une loi de probabilité discrete est une loi qui décrit un phénomeéne aléatoire
dont les issues possibles sont des entiers (0, 1, 2, etc.), et pour lesquels on
peut calculer la probabilité exacte de chaque issue.

Loi de Bernoulli

Définition

La loi de Bernoulli modélise une expérience a deux issues (succes/échec,
oui/non, pile/face...). On note X ~ 3B(p) si X suit une loi de Bernoulli de
parametre p (probabilité de succes).

Exemple : Je lance un dé et je dis "succes” si j'obtiens un 6. Alors X
j'obtiens 6, X = 0 sinon. La variable X suit une loi de Bernoulli avec p =

GZI’_‘ I
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Espérance et variance :

E(X)=p ; Var(X)=p(l-p)

Loi Binomiale

Définition

La loi binomiale modélise la répétition de n expériences indépendantes de
Bernoulli. On note X ~ B(n,p).

Fonction de masse :

P(X=k) = (k:) pF(1—p) %, pourk=0,1,..,n

Exemple : Je lance 10 fois une piece. X est le nombre de fois ou j'obtiens pile.
Alors X ~ 3(10,0.5).

Espérance et variance :

E(X)=np ; Var(X)=np(l-p)

Loi de Poisson

Définition

La loi de Poisson modélise le nombre d’événements rares sur un intervalle de
temps ou d'espace. On note X ~ P()\), ou A est le nombre moyen d'événe-
ments.

Fonction de masse :

P(X=k)= , pourk=0,1,2,...

16



Exemple : Le nombre d’accidents de voiture a une intersection en un mois suit
souvent une loi de Poisson. Si on observe en moyenne 2 accidents par mois,
alors X ~ P(2).

/A\ Attention a bien faire les conversions, si on vous demande la probabilité
d'avoir trois accidents en un année, il faut convertir le parametre de la poisson en
années, donc au lieu de prendre A = 2 mois, on prendra A = 2/12 = 1/6 ~ 0.167
années. On aura ainsi tous nos résultats en années.

Espérance et variance :

E(X)=X ; Var(X)=2A\

La loi de Poisson est une limite de la loi binomiale lorsque n est grand, p est
petit, et np = X\ reste constant.

Lois de probabilité continues

Définition
Une loi de probabilité continue est une loi qui modélise une variable aléatoire
prenant une infinité de valeurs réelles. Contrairement aux lois discretes, on

ne peut pas dire "P(X = a)", car cela vaut toujours zéro : on calcule des
probabilités sur des intervalles.

Loi uniforme continue

Définition

La loi uniforme continue modélise une variable aléatoire qui a la méme proba-
bilité d'étre n'importe ou sur un intervalle [a,b]. On note X ~ U(a,b).

Densité de probabilité :

17



1/(b—a) |

Exemple : Si un train peut arriver n'‘importe quand entre 8h00 et 8h10, alors
I'heure d’arrivée X suit une loi uniforme sur [0, 10].

Espérance et variance :

Loi normale (ou loi gaussienne)

Définition

La loi normale est la loi la plus importante en probabilités. Elle modélise les
phénomeénes naturels qui fluctuent autour d'une moyenne. On note X ~
N(u,0?), ou u est la moyenne et o I'écart-type.

Densité de probabilité :

18



Exemple : La taille des adultes dans une population suit en général une loi
normale. Si la taille moyenne est 170 cm et I'écart-type est 10 cm, alors X ~
N(170,102).

Espérance et variance :

E(X)=p ; Var(X)=o2

A\ On ne peut pas calculer les probabilités de la loi normale avec une formule
simple : on utilise une table de valeurs ou une calculatrice.

Méthodes : faire un test statistique

Avant de plonger dans les méthodes, rappelons brievement ce qu'est un test statis-
tique.

Définition
Un test statistique permet de prendre une décision sur une hypothéese concer-
nant une ou plusieurs variables, a partir des données observeées.

Il sert a répondre a des questions du type : "Est-ce que ce que j'observe est
suffisamment improbable sous une hypothése donnée pour que je la remette
en question ?".

En pratique, on formule une hypothése nulle (H,) que I'on cherche a tester. Puis
on regarde si les données sont compatibles avec cette hypothése, ou si elles s’en
écartent suffisamment pour la rejeter en faveur d'une hypothése alternative (H,). Le
seuil de décision est souvent fixé a 5% : on accepte de se tromper dans 1 cas sur
20.

Quand utiliser chaque test ? Chaque test statistique est adapté a une situation parti-
culiere, selon le type de données (qualitatives ou quantitatives), le nombre d'échan-
tillons, ou ce qu'on cherche a comparer (moyennes, proportions, dépendances...).

Test du chi-2 d'indépendance

Ce test est utilisé pour vérifier s'il existe une relation entre deux variables qualita-
tives.
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Par exemple : est-ce que le genre influence les préférences musicales ? Est-ce
que le type de contrat est lié au secteur d’activité ?

Il s'applique lorsque les données sont présentées sous forme de tableau de proba-
bilités (tableau de contingence).

Test du y? d'indépendance (variables qualitatives)

1. Hypotheses :

e H, : les deux variables sont indépendantes.
e H, : les deux variables sont liees (dépendantes).

2. On choisit un niveau de confiance, souvent 95%, donc a = 0,05.
Cela signifie qu'on accepte de se tromper dans 5% des cas ou on rejette
H,.

3. Calcul des effectifs attendus :

L (Total Iignei) x (Total colonnej)
* Total général

4. Calcul de la statistique du test :

(0 — Ey)?
2 _ ij ij
X _Z Ez’j

5. Calcul des degreés de liberté :

ddl = (nombre de lignes — 1) x (nombre de colonnes — 1)

6. Décision :
« On regarde la valeur critique dans une table de x? pour o = 0,05 et
les ddl trouvés.

g 9 . ) . A
. 3I Xzalcule = Xeritiquer ON Fejette H, : les variables ne sont pas indepen
antes.

« Sinon, on ne rejette pas H, : on n'a pas de preuve qu'elles soient
lices.
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Test de Student

Ce test permet de comparer la moyenne d'un échantillon a une valeur de référence
(souvent une norme ou une hypothése théorique).

Par exemple : la moyenne de satisfaction des clients est-elle différente de 7
sur 10 ? Le poids moyen des colis dépasse-t-il 2 kg ?

Il s'applique aux variables quantitatives lorsque I'on a un seul échantillon.

Test de Student (moyenne d’'un échantillon)

1. Hypotheses :

e H, :la moyenne est égale a la valeur attendue (u = p).
e H, : la moyenne est différente de la valeur attendue (u # p).

2. On choisit un niveau de confiance, souvent 95%, donc a = 0,05.
Cela signifie qu'on accepte de se tromper dans 5% des cas ou on rejette
H,.

3. Calcul de la statistique :

p— T Mo
s/\/n
avec z : moyenne de I'échantillon, s : écart-type, n : taille de I'échantillon.

4. Degrés de liberté :
ddl=n-—1

5. Décision :
» Onregarde la valeur critique dans une table de Student pour a = 0,05

et les ddl trouvés.

* Si[t| > t,/24a, ON rejette H, : la moyenne est significativement dif-
férente.

» Sinon, on ne rejette pas H, : on n'a pas assez d'éléments pour dire
gu'elle est différente.
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