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Premiere partie
Rappels et compléments sur les variables
aléatoires discretes

1 Espace de probabilité

Certaines expériences effectuées dans des conditions déterminées ont un résultat qui comporte un élément
d’incertitude ou de hasard, dépendant de facteurs non controlés. On les appelle des expériences aléatoires : le
lancer d’un dé, le rendement d’un champ de blé, le résultat de I’autofécondation d’une plante hétérozygote. . . sont
des expériences aléatoires.

Mathématiquement, une telle expérience est représentée par le tirage d’un élément w dans un ensemble €2
représentant toutes les issues possibles.
Certains faits associés a cette expérience aléatoire peuvent se produire ou non, on les appelle des événements.

Mathématiquement, un événement sera représenté par une partie de €.

événements représentation ensembliste
événement certain Q

événement impossible 0

I'événement A est réalisé weA

Pévénement A n’est pas réalisé weA°=0Q\ A4

les événements A et B sont réalisés w€eANB

A et B sont des événements incompatibles ANB=10

I'événement A ou I’événement B est réalisé w€eAUB

si ’événement A a lieu alors I’événement B a lieu | A C B

TaB. 1 — Quelques événements associés a une expérience aléatoire dont le résultat est w et ’ensemble des
résultats possibles )
» Exemple 1. On considere une famille ayant n > 2 enfants. On note FE; l'événement “le i-eme enfant est un
garcon” pour i € {1,...,n}.
Décrire a ’aide des ensembles F;, les événements suivants

1. F “la famille a au moins un gargon”
2. G “seul I’ainé est un gargon”
Solution : F = Ui E; et G = E1 N (Nj=2 Ef).
Si ’ensemble des issues possibles de 'expérience aléatoire peut étre décrit par un ensemble € fini ou
dénombrable, chaque point w de  est affecté d’une probabilité P(w) qui représente la chance qu’a l’expérience
d’avoir I'issue représentée par w. C’est un nombre P(w) entre 0 et 1 telle que ) . P(w) = 1.
La probabilité P(A) qu'un événement A se produise est alors la somme des probabilités P(w) sur 'ensemble
des éléments w de A : P(A) = > 4 P(w).
On définit ainsi une application P définie sur I'ensemble des parties de €2, noté P(Q), & valeurs dans [0, 1]
qui vérifie les propriétés suivantes :
(i) P(Q) =1

(i) Si A1, Aoy ..., A, .., est une suite d’événements deux a deux incompatibles, alors
+oo ™=
P(U A) = 2; P(4;).
i=

» Exemple 2. Considérons I'expérience aléatoire consistant a lancer deux dés a six faces.
On peut représenter le résultat d’un lancer des deux dés comme un couple (k,¢) de deux entiers compris entre
1 et 6 (on peut considérer par exemple qu’on lance les dés 1'un apres l'autre et que l'on note dans lordre les

résultats des deux lancers). L’ensemble des résultats possibles est Q = {1,...,6}2. Chaque élément de Q a autant
de chance d’étre le résultat d’'un lancer. On munit donc © de I'équiprobabilité P : P({w}) = & pour tout w € Q.
La probabilité d'un événement A est alors P(A) = _, 5= = Car3d6<A)

Par exemple I’événement “obtenir un double” est décrit par ensemble A = {(i,i), i € {1,...,6}}. Donc, P(A) = i.
Si on s’intéresse uniquement a la somme des chiffres obtenus avec les deux dés, on pourra décrire 1’ensemble

des résultats possibles par () = {2,3,...,12}. Mais attention, la probabilité P sur cet ensemble Q) n'est pas



S. Lemaire, L3 Math390 Université Paris-Sud, 2012-2013

I’équiprobabilité ; pour déterminer P, revenons a la description d’un résultat du lancer de deux dés par un couple
d’entiers : 'événement “obtenir une somme égale a k” est décrit par le sous-ensemble :

A ={(i,5) € {1,...,6}%, i+ j =k}

de Q. Cet événement a donc pour probabilité P(k) = P(Ay) = Elsike{2,..,7} et P(k) = P(Ay) = Bk i
ke {8,..,12}.

» Exemple 3. On interroge 5 personnes au hasard dans un groupe de 100 personnes. Si on numérote de 1 a 100 les

individus, on peut décrire le résultat d’un tel sondage par une succession de 0 et de 1 : (x1,...,Z100) avec x = 1 si
le k-iéme individu du groupe a été interrogé et xx = 0 si le k-iéme individu du groupe n’a pas été interrogé. Avec ce
codage, 'ensemble des résultats possibles pour un tel sondage est Q = {(x1,...,z100) € {0,1}'%°, 3% z; = 5}.

Comme le choix des 5 personnes se fait au hasard, chacun des éléments w € 2 a autant de chance d’étre le résultat

du sondage : la probabilité P sur € associée & cette expérience est donc 1'équiprobabilité : P({w}) = (17177) pour
5

tout w € Q.

Dans le cas général d’un ensemble © non dénombrable (par exemple [0, 1], R, {0,1} ...), on est amené
a restreindre I'ensemble des événements & un ensemble A plus petit que P(2); on définit A comme un
sous-ensemble de P(Q) vérifiant les propriétés suivantes :

— si A € A alors le complémentaire de A dans € appartient & A ;

— si (4;)ien~ est une suite d’éléments de A alors la réunion de ces ensembles U;en- A; appartient & A.
Un tel ensemble est appelé une tribu (ou o-algebre) sur Q.
Une probabilité sur (€2, .A) est alors, comme précédemment, une application P : A — [0,1] vérifiant les

propriétés (i) et (ui). Le triplet (€2, A, P) est appelé espace de probabilité.

1.1 Exercices

Vous trouverez d’autres exercices ainsi des documents de cours sur les notations ensemblistes et la ma-
nipulation du signe somme dans la classe WIMS.

> Exercice 1. On effectue une expérience aléatoire dont ’ensemble des résultats possibles est noté (2. On désigne par
A, B et C trois événements qui peuvent se réaliser au cours de cette expérience. Par abus de notations, A, B et
C' désignent aussi les parties de () qui décrivent ces événements : par exemple, si w est le résultat de I'expérience,
il est équivalent de dire que A est réalisé et que w € A .

1. Donner ’écriture ensembliste de I’événement F' suivant :
parmi les 3 événements, seul l’événement A est réalisé

2. Décrire par une phrase, ’événement F'°, puis donner 1’écriture ensembliste de F'°.

[

size A

> Exercice 2. La fonction indicatrice d’un événénement A est la fonction 14 définie sur Q par 14 (z) = { 0 sizdA

Soit A et B deux événements. Vérifier qu’on a les inégalités suivantes :
lae =114, lanp =1alp, lauvs=1a+1p—14alp

Taxns(z,y) = 1a(z)1s(y) pour tout (z,y) € Q2

> Exercice 3. Un sac contient n pions numérotés de 1 a n. Pour les trois expériences aléatoires suivantes :
E1 : choisir successivement k pions en remettant chaque pion dans le sac avant d’en choisir un autre
E2 : choisir successivement k pions sans remettre le pion dans le sac avant d’en choisir un autre
E3 : choisir au hasard une poignée de k pions

trouver parmi les ensembles suivants un ensemble qui a les deux propriétés suivantes :
— chaque résultat possible pour cette expérience aléatoire est décrit par un élément de cet ensemble,
— tous les éléments décrivent des résultats qui ont la méme chance d’arriver.
A1 lensemble des n-uplets (z1,...,z,) € {1,...,k}"
A2 Tensemble des k-uplets (z1,...,2x) € {1,...,n}"
A3 lensemble des n-uplets (z1,...,z,) € {0,1}"
A4 Densemble des k-uplets (z1,...,xx) € {1,...,n}" dont les coefficients sont tous différents
A5 Pensemble des k-uplets (z1,...,z%) € {0,...,n}" tels que Zle Ti=n
A6 Tensemble des n-uplets (21, ...,xn) € {0,1}" tels que > xi =k

On explicitera ce que représentent les coordonnées x; dans les ensembles choisis.
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> Exercice 4. On effectue une expérience aléatoire dont I'ensemble des résultats possibles est Q@ = {1,...,9} X
{1, ...,,11}. Pour chaque (i,j) € €, on note p(i,j) la probabilité que (7,j) soit le résultat de expérience et pour
tout événement E C 2, on note P(F) la probabilité que I’événement E se réalise.

Compléter la formule ci-dessous afin d’exprimer la probabilité de I’événement

E={(i,j)€Q, 3<i+j<12},

en fonction uniquement des valeurs de p :

—1 /1
P(E)= > > pi,g)
o E— | m—

NB : on écrira min(a,b) pour désigner le plus petit des deux nombres a et b et maz(a,b) pour désigner le plus
grand des deux nombres a et b. On n’utilisera pas de sommes de la forme Zi: x avec k> [

2 Probabilité conditionnelle

On désigne par (€2, A, P) un espace de probabilité associé a une expérience aléatoire.

2.1 Définitions et propriétés

Définition. Soit A et B deux événements. On suppose que P(A) > 0.

On définit la probabilité conditionnelle que I’événement B soit réalisé sachant que I’événement A s’est réalisé

par: P(B| A) = P;B(Q?).

Cela définit une nouvelle probabilité sur 2 qui tient compte de I'information "I’événement A est réalisé”.

Pour comprendre d’ou vient cette formule, plagons-nous dans le cas d’une expérience aléatoire dont 1’en-
semble des résultats possibles 2 est au plus dénombrable. L’ensemble €2 est muni de la probabilité P :
pour tout w € , P({w}) désigne la probabilité que le résultat de I'expérience soit w. Supposons que cette
expérience aléatoire ait été réalisée mais que l'on ignore son issue; on sait seulement que I’événement A
(supposé de probabilité non nulle) a eu lieu. On doit définir une nouvelle probabilité P4 qui tienne compte
de cette information. D’une part, sachant que I’événement A est réalisé, on posera P4({w}) = 0siw € Q\ A.
D’autre part, il n’y a pas de raison de changer le rapport entre les probabilités de deux élements de A, ce
qui amene & poser Py({w}) = cP({w}) pour tout w € A, ¢ étant une constante indépendante de w. Pour
que Py soit une probabilité, ¢ doit valoir 1/P(A). La probabilité P4 est maintenant entierement définie :

Pa({w}) = P;Eﬁ) 14(w) pour tout w € Q. Par conséquent, pour tout événement B, P4(B) = %.

» Exemple 4. Pierre apprend qu’une famille avec deux enfants a acheté ’appartement voisin du sien. 1l se dit qu’il
y a une chance sur deux la famille ait une fille et un gargon (il a supposé que chaque enfant a une probabilité 1/2
d’étre un gargon et 1/2 d’étre une fille).

Dans la conversation avec des voisins, il apprend ensuite qu’au moins un des deux enfants de cette famille est une
fille. Avec cette nouvelle information, il y a maintenant 2 chances sur 3 que cette famille ait un gargon et une fille.

L’utilisation des probabilités conditionnelles est un moyen de calculer la probabilité d’une intersection
d’événements puisque

P(ANB) = P(A|B)P(B)

et donc de décomposer le calcul de la probabilité d’un événement A en introduisant un événement B dont

on connait la probabilité. En effet, on a :
P(A)=P(ANB)+ P(ANnB°) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)(1 — P(B)).
Ces deux relations se généralisent de la facon suivante :

Proposition 1 1. Soit Ay,..., Ay m événements. On suppose que P(A; N...N A,,) > 0. La probabilité

de leur intersection est :

P(A1N...NAy) =P(A1)P(Az]|A1) ... P(Ap]A1 N N Ap1)
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2. Soit By,...,B,, une partition' de l’ensemble Q0 et A un événement. Alors,
P(A) =Y P(A|Bi)P(B).
i=1
Preuve.

1. La preuve se fait pas récurrence sur m : par définition, on a P(A; N Az) = P(A2]A1)P(A1).
Soit m > 3. Supposons le résultat vrai pour les m — 1 événements A1,..., Ap_1.
Comme A1N...NAn CAIN...NApn_1, P(A1N...N Amn-1) > 0. On peut donc conditionner par rapport a
Alﬂ...ﬂAm_l :
PAiN...NAp) =P(An|Am-1N...NA)P(An-1N...NAL).

On obtient le résultat en appliquant 'hypothese de récurrence pour exprimer P(Ap,—1N...N A1)

2. P(A) = 7" P(AN B;) car les ensembles A N B; sont deux & deux disjoints. On conclut en utilisant que
P(AN B;) = P(A|B,)P(B:).
|

2.2 Indépendance de deux événements

Définition. Deux événements A et B sont indépendants si P(B N A) = P(B)P(A).

N.B.Comme P(BNA) = P(B | A)P(A) si P(A) > 0, A et B sont indépendants si et seulement si
P(B| A) = P(B) c’est-a-dire si le fait de savoir que A est réalisé ne change pas la probabilité de B.

N.B.Un événement de probabilité nulle est indépendant de n’importe quel autre événement.

La notion d’indépendance n’est pas toujours intuitive comme le montre ’exemple suivant :

» Exemple 5. Soit n un entier supérieur ou égal a deux. On suppose que toutes les répartitions des sexes des enfants
d’une famille a n enfants sont équiprobables. Les deux événements :
— M, : “la famille de n enfants a des enfants des deux sexes”
— F, : “la famille de n enfants a au plus une fille”
sont indépendants si et seulement si n = 3.

2.3 Indépendance conditionnelle

Définition. Soit C' un événement tel que P(C) > 0. Deux événements A et B sont dit indépendants
conditionnellement a l"événement C'si PLANB | C)=P(A|C)P(B|C).

N.B. Deux événements A et B peuvent étre indépendants et ne pas étre indépendants conditionnellement
a un événement C. Considérer par exemple les événements suivants associés au lancer de deux dés :

— A : “le résultat du premier dé est impair”

— B : “le résultat du second dé est pair”

— C': “les résultats des deux dés sont de méme parité”
P(ANB)=1=P(A)P(B), P(AnB|C) =0 alors que P(A|C) = P(B|C) = 3.
De méme, deux événements peuvent ne pas étre indépendants mais étre indépendants conditionnellement a
un autre événement. Par exemple, considérons deux pieces A; et As. Supposons que A; a une probabilité
0,9 de tomber sur face et que As a une probabilité 0,1 de tomber sur face. On choisit au hasard une des
deux pieces et on lance la piece choisie deux fois. Notons F; ’événement “on a obtenu face au i-éme lancer”
pour i = 1 ou 2. Les événements F; et F, sont indépendants conditionnellement a I’événement “la piece

lancée est A1”. Par contre, les événements I} et F5 ne sont pas indépendants.

Propriété 2 Soit A, B et C des événements tels que P(C) >0 et P(BNC) > 0.

Deux événements A et B sont indépendants conditionnellement a I’événement C' si et seulement si

P(A|BNC) = P(A|C).

1On dit que By, ..., B, définissent une partition de € si ce sont des ensembles deux & deux disjoints dont la réunion U, B;
est égale a
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2.4 Indépendance d’une famille finie d’événements

Définition. m événements A1, Ao, ..., Ay, sont dits indépendants si et seulement si la probabilité de I'inter-
section d’un nombre quelconque d’entre eux est le produit de leurs probabilités : pour tout k € {2,...,m}
et 1 <11 < ... <ip <m,

P(A;, N...NA;,)=P(A;)...P(A;,).

N.B. Trois événements peuvent étre indépendants deux a deux mais ne pas étre indépendants dans leur

ensemble. C’est le cas par exemple des événements A, B et C' définis a la remarque précédente.

2.5 Exemples d’application

> Exercice 5. Tests diagnostiques.
Des tests diagnostiques aident au dépistage de nombreuses pathologies. Lorsqu’un fabricant livre un test servant
a détecter une maladie m, il fournit en général deux caractéristiques :
— la sensibilité (Se) du test : c’est la probabilité que le test soit positif pour une personne malade. On la souhaite
proche de 1 (un test toujours positif aurait une sensibilité égale & 1, et n’aurait pourtant aucun intérét).
— la spécificité (Sp) du test : c’est la probabilité que le test soit négatif pour une personne saine (une spécificité
de 0.9 signifie qu’environ 10% de personnes non malades auront un test positif (appelé “faux positif”).
On note p la proportion d’individus ayant la maladie m dans la population ciblée par le test (p est appelée la
prévalence de la maladie m). On choisit au hasard un individu dans cette population.
1. Donner une expression de Se et Sp a l'aide des événements M “l'individu a la maladie m” et 1" “le test est
positif pour cet individu”.
On note LR (Likelihood Ratio) le rapport : LR = Se_ Le test étant utilisé pour un diagnostic, une exigence

1-Sp
minimale est que LR soit supérieur & 1 (on le supposera dans toute la suite).

2. Expliquer pourquoi et montrer que P(T") < Se.

Un usager ou un medecin qui utilise le test pour faire un diagnostic s’intéresse lui aux quantités suivantes :

— la valeur prédictive positive du test (VPP) : c’est la probabilité d’étre atteint de la maladie m si le test est
positif';

— la waleur prédictive négative du test (VPN) : c’est la probabilité de n’étre pas atteint par la maladie m lorsque
le test est négatif;

3. Donner une expression de VPP et VPN a l'aide des événements M et T'.
4. Donner une expression de VPP en fonction de p et LR.

5. Que vaut VPP et VPN pour un test dont la sensibilité est de 0.8 et la spécificité est de 0.9 lorsque p = 0.01 7
lorsque p = 0.37

6. Montrer que VPP > p. Que peut-on dire de VPP si p augmente ? si LR augmente ?

Combinaisons de tests : il arrive que deux tests 711 et T soient utilisés pour le diagnostic d’'une méme maladie
m. On peut souvent supposer que les résultats des tests sont indépendants conditionnellement au fait d’avoir ou
non la maladie m. On supposera dans la suite que 'on a deux tests 71 et 1> dont les résultats sont indépendants
conditionnellement au fait d’avoir la maladie m.

7. On construit un test 77" a partir des tests 71 et 1> en disant que le résultat du test 77T est positif si et
seulement si les résultats aux deux tests 711 et 1> sont positifs. Donner 'expression du rapport LR du test
TT en fonction des rapports LR et LR des tests T1 et Tb.

8. On suppose que les deux tests 71 et Th ont les mémes caractéristiques : Se = 0.8 et Sp = 0.9. On fait
passer les tests 1% et T a une personne choisie au hasard dans une population qui a une prévalence de 0.01.
Déterminer :

(a) la probabilité que le résultat du test T1 soit positif;
(b) la probabilité que le résultat du test 7% soit positif sachant que le résultat du test T4 est positif;

(c) la probabilité que la personne soit atteinte de la maladie m sachant que les résultats des tests T4 et T5
sont positifs.

9. Commenter les résultats obtenus.

> Exercice 6. Le risque d’albiniste pour un enfant a naitre L’albinisme oculo-cutané de type 1 est a ”transmission
autosomale récessive”. Il a pour origine la mutation d’un géne 7' qui code une enzyme appelée tyrosinase dont le
dysfonctionnement empéche la synthese de la mélanine. L’allele fonctionnel de ce géne qui code pour la tyrosinase
fonctionnelle est noté T7. L’allele muté de ce géne, qui code une tyrosinase déficiente est noté 7. L’expression de
T+ est dominante, celle de T est récessive.

1. Quelle est la probabilité pour qu’un individu non albinos dont les deux parents sont hétérozygotes pour ce
gene soit lui aussi hétérozygote ?
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Le schéma ci-contre représente l'arbre généalogique d’une famille
touchée par I’albinisme. On peut déduire de cet arbre que les parents
de lenfant a naitre ne sont pas albinos et que les grands-parents sont
hétérozygotes pour le géne T'.

HO
o

2. Quelle est la probabilité pour que les parents de I’enfant a naitre -
soient hétérozygotes ?
3. Quelle est la probabilité pour que 'enfant a naitre ne soit pas Les individus atteints d’albinisme sont
albinos 7 représentés en noir.
I 1 \ \
On considere le méme couple quelques années plus tard. Il a déja deux \_K ) - u ‘ u
enfants non albinos et attend un troisiéme enfant (voir figure ci-contre). T
4. Quelle est la probabilité pour que I’enfant & naitre ne soit pas .
albinos 7

2.6 Exercices

> Exercice 7.

1. Donner une formulation mathématique de I'affirmation suivante : “un fumeur a plus de chance de développer
un cancer du poumon qu’un non fumeur”.

2. Soit A et B deux événements. On suppose que P(A) > 0et 0 < P(B) < 1.
Montrer que les quatre inégalités : P(A|B) > P(A) , P(B|A) > P(B), P(A|B°) < P(A) et P(A|B) >
P(A|B°) sont équivalentes.

3. Donner des formulations équivalentes a l'affirmation “un fumeur a plus de chance de développer un cancer
du poumon qu’un non fumeur”.

> Exercice 8. On considére une expérience aléatoire dont I’ensemble des résultats est noté 2. On note P une proba-
bilité sur €2 associée a cette expérience aléatoire. On s’intéresse & deux événements A et B qui ont une probabilité
strictement comprise entre 0 et 1 d’étre réalisés. On suppose connu

p=P(A), g=P(B) et r= P(A|B).

Donner l'expression de P(B|A€) en fonction de p, ¢ et r.

> Exercice 9. Il manque une carte dans un jeu de 52 cartes et on ignore laquelle. On tire une carte au hasard dans
ce jeu incomplet, c’est un coeur. Quelle est la probabilité que la carte manquante soit un coeur ?

> Exercice 10. Un laboratoire a mis au point un alcootest dont les propriétés sont les suivantes :
— il se révele positif pour quelqu'un qui n’est pas en état d’ébriété dans 2% des cas,
— il se révele positif pour quelqu’un qui est en état d’ébriété dans 96% des cas.
Dans un département donné, on estime que 3% des conducteurs sont en état d’ébriété.

1. Quelle est la probabilité que lors d’un controle, ’alcootest se révéle positif 7

2. Un controle dans ce département avec cet alcootest s’est révélé positif. Quelle est la probabilité que le
conducteur ne soit pas malgré tout en état d’ébriété?

3. Si un controle se révele négatif, quelle est la probabilité que le conducteur controlé ne soit effectivement pas
en état d’ébriété ?
> Exercice 11. Dans une population donnée, 73% des victimes d’une infection virale présente un symptéme qui
n’atteint que 8% de la population non infectée. On sait de plus que 30% de la population présente ce symptome.
1. Quelle est la probabilité qu’un individu choisi au hasard dans cette population soit infecté ?
2. Quelle est la probabilité qu’un individu présentant le symptéme ne soit pas infecté ?

3. Quelle est la probabilité qu’'un individu ne présentant pas le symptome, soit infecté ?

> Exercice 12.

Supposons que dans une population, on observe trois
phénotypes différents notés A, B et C avec la répartition

suivante parmi les meres de famille : 21% de phénotypes enfant A | enfant B | enfant C
A, 55% de phénotypes B, 24% de phénotypes C. mere A | 35% 25% 0%
Le tableau suivant donne la proportion d’enfants de mere B | 40% 19% 41%
phénotype donné en fonction du phénotype de la mere. mere C | 40% 42% 18%
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Par exemple, le tableau indique que 35% des enfants dont la mére est de phénotype A ont le phénotype A.
On choisit un enfant au hasard dans cette population.

1. Quelle est la probabilité qu’il n’ait pas le phénotype B et que sa meére n’ait pas le phénotype B ?

2. L’enfant choisi n’a pas le phénotype B. Quelle est la probabilité que sa mere n’ait pas le phénotype B 7

> Exercice 13. Pour préserver l'anonymat des personnes interrogées pour un sondage sur la consommation de
drogues, on demande & chacun de lancer une piece bien équilibrée puis de répondre
— “oui” si la piece tombe sur “face” ;
— “oui” si la piece tombe sur “pile” et qu’ils ont consommé de la drogue;
— “non” si la piece tombe sur “pile” et qu’ils n’ont pas consommé de drogue.
Le résultat du lancer de la piéce reste inconnu du sondeur.
Donner une expression de la probabilité qu’une personne tirée au hasard dans cette population réponde “oui”
a ce sondage, en fonction de p. Déterminer la probabilité qu'une personne qui a répondu ”oui” au sondage ait
consommé de la drogue.

> Exercice 14. On choisit au hasard 3 enfants différents dans un groupe constitué de n > 3 gargons et de r > 3 filles.
1. Quelle est la probabilité que l'on ait choisi dans 'ordre : un gargon, une fille, un fille 7

2. Quelle est la probabilité que 'on ait choisi en tout : un garcon et deux filles ?

> Exercice 15. On suppose que A, B et C sont des événements indépendants de probabilité respectivement a, b et
c. Exprimer en fonction de a, b et ¢ la probabilité de I’événement FF = AU (B¢ N C°).

> Exercice 16. Soit B un événement de probabilité 0 < P(B) < 1. Montrer qu’'un événement A est indépendant de
B si et seulement si P(A|B) = P(A|B).

> Exercice 17. On dispose de sachets de graines de mufliers provenant de cultures différentes. On séme les graines
d’un paquet. Les événements “le premier muflier a des fleurs jaunes”, “le deuxieme muflier a des fleurs jaunes”
peuvent-ils étre considérés comme indépendants ?

> Exercice 18. Soit «, 3 €]0,100[. On dispose d’un test dont la fonction est de détecter la présence d’une substance
M dans le sang. Le test est positif pour @ % des échantillons sanguins contenant la substance M et est négatif
pour 3 % des échantillons sanguins ne contenant pas la substance M. On effectue le test sur deux échantillons
de sang d’'une méme personne pour savoir si la substance M est présente dans son sang ou non. Les événements
”le résultat du test avec le premier échantillon est positif” et “le résultat du test avec le deuxieme échantillon est
positif” sont-ils indépendants 7

> Exercice 19. On s’intéresse a un geéne d’une plante qui peut s’exprimer sous deux formes A et a. Par au-
tofécondation, on obtient & partir d’une plante hétérozygote pour ce géne, une plante appartenant a la génération
F'1. On effectue une autofécondation sur cette plante pour obtenir une plante de génération F2,...
Notons E; I’événement ”la plante de la génération Fi est hétérozygote”. Montrer que les événements Fi et E3
sont indépendants conditionnellement a I’événement Fo. Les événements Fq et E3 sont-ils indépendants ?

> Exercice 20. Lorsque la riviere qui longe le village XXX déborde, la probabilité que la source du village soit
polluée est de 0.3 le lendemain. Dans le cas ou cette riviere déborde, un employé municipal est chargé de prélever 3
échantillons d’eau de la source le lendemain et d’analyser séparément chaque échantillon. L’analyse d’un échantillon
n’est pas totalement fiable :
— dans seulement 80 % des cas, analyse d’un échantillon contenant de I’eau polluée indiquera que I’eau est polluée.
— dans seulement 90 % des cas, 'analyse d’un échantillon contenant de 1’eau saine indiquera que 1’eau est non

polluée.

Si 'eau contenue dans 2 échantillons sur les 3 échantillons prélevés est déclarée polluée par l'analyse effectuée,
quelle est la probabilité que le maire se trompe en déclarant que I’eau est polluée ?

3 Variable aléatoire discrete

Dans une expérience aléatoire, une variable aléatoire (en abrégé v.a.) X est une quantité dont la valeur,
a priori incertaine, est déterminée a l'issue de l'expérience. Elle est donc représentée comme une application
X définie sur I’ensemble ) des résultats possibles de 'expérience. La valeur prise par I’application X a la
suite d’une expérience aléatoire, est appelée une réalisation de la variable aléatoire X. Par exemple, lors du
tirage d'un individu dans une population, la taille, le poids ou le revenu annuel de l'individu tiré sont des
réalisations de variables aléatoires. Le nombre obtenu en lancant un dé est une réalisation d’une variable

aléatoire & valeurs dans {1,...,6}.

3.1 Loi d’une variable aléatoire discréte

Lorsqu’une variable aléatoire X ne peut prendre qu'un nombre fini ou dénombrable de valeurs z1, ..., x,

(avec n fini ou n = 400), on dit que la variable est discreéte. On peut affecter & chaque valeur z; une
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probabilité, celle de I’événement “X prend la valeur x;”. Cet événement se note en abrégé “X = z;”, il est
défini par 'ensemble {w € Q, X (w) = x;}. Les nombres P(X = ;) pour i € {1,...,n} sont positifs ou nuls
et leur somme est égale & 1. Ils définissent donc une probabilité sur 'ensemble X = {z1,...,2,} que l'on

appelle la loi de X.

Définition. Soit X une v.a. & valeurs dans un ensemble fini ou dénombrable X = {z1,...,z,}.
La loi de X est la probabilité p sur X définie par pu({x;}) = P(X = z;) pour tout i € {1,...,n}.
On appellera support de la loi de X ’ensemble des valeurs x; prises par X avec une probabilité strictement

positive.

Lorsque X est une variable aléatoire a valeurs réelles, on peut représenter graphiquement la loi de X a l'aide
d’un diagramme en batons : pour chaque valeur x; du support de la loi de X, on dessine un baton de hauteur

hauteur P(X = z;
_ (X =)

T T - T4 In

» Exemple 6. Le résultat du lancer d’un dé est une variable aléatoire qui a une probabilité é de prendre chacun
des entiers de 1 & 6. On dit que X suit la loi uniforme sur I’ensemble {1,...,6}. Si au cours d’un lancer, on a
obtenu le nombre 5, 5 est la réalisation de la variable aléatoire X pour cette expérience aléatoire.

Le carré du nombre obtenu en lancant un dé est la variable aléatoire X 2. Sa loi est la loi uniforme sur I'ensemble
{1,4,9,16, 25, 36}.

» Exemple 7. L’indicatrice d’un événement A est une variable aléatoire qui peut prendre deux valeurs 0 ou 1 :

1 siwe A
]IA(‘“)*{ 0 siweQ\A

Sa loi est donnée par les relations P(14 = 1) = p, P(1a = 0) = 1 — p. Cette loi portée par {0, 1} est appelée la loi
de Bernoulli de paramétre p et notée en abrégé B(p).

» Exemple 8. Si on lance n fois une piece qui a une probabilité p €]0, 1[ de tomber sur “pile”, alors le nombre de
fois ol cette piece tombe sur “pile” au cours des n lancers est une variable aléatoire X qui prend ses valeurs dans
{0,...,n} et dont la loi est définie par :

P(X=k)= (Z)pk(l —p)" ¥ pour tout k € {0,...,n}.

On dit que X suit la loi binomiale B(n, p).

Preuve. On décrit le résultat des n lancers par un n-uplet (x1,...,z,) avec

~_ J 1 sila piece tombe sur pile au ¢ — ieme lancer

Ti= { 0 sila piece tombe sur face au i — ieme lancer

Le nombre de fois ou ’événement A est réalisé au cours des n expériences est une réalisation de la variable X
définie par I'application

Q — {0,...,n}

(@1, ) = Do T

Par exemple, si on lance 4 fois la piece (n = 4) et que la piece tombe sur “face” seulement au 3-iéme lancer, le
résultat de ces 4 lancers sera décrit par w = (1,1,0,1) et la réalisation de la v.a. X est X (w) = 3.

L’ensemble des résultats possibles pour ces n expériences est alors décrit par ’ensemble Q = {0, 1}". La probabilité
que le résultat des n lancers soit décrit par w = (z1,...,2,) est P({w}) = p(z1)...p(x,) avec p(1) = p =1 — p(0).
Donc, P({w}) = p*X ) (1 — p)" =X pour tout w € Q.

Déterminons la loi de X : soit k& € {0,...,n}. Comme pour tout w € {X = k}, P({w}) = p"(1 —p)" %, on en
déduit que P(X = k) = Card({X = k})p*(1 — p)"*. On conclut utilisant que

{X =k} ={(z1,...,70) € {0,1}", Zm, =k} a (}) éléments.
i=1

X

10
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|

o & 6 ) v 2 [ ) o 2 1] 1) B 10

F1c. 1 — De gauche & droite, diagrammes des lois 5(9,0.3), B(9,0.5) et 5(10,0.7)

La loi d’une variable aléatoire permet de calculer la probabilité de n’importe quel événement dépendant

uniquement de cette variable aléatoire : pour tout A C X,

n

P(X€A)=) P(X=x)=)Y P(X=u)l{ca
TEA i=1

» Exemple 9. Si X désigne le nombre obtenu en langant un dé, la probabilité d’obtenir un nombre strictement

supérieur a 4 s’écrit : P(X >4) = P(X =5)4+ P(X =6) = %

3.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete

Définition. Pour une variable aléatoire réelle X, on appelle fonction de répartition de X la fonction Fx
définie par
Fx(t) = P(X <t) pour tout t € R.

Fx(t)
1 1 .
Fx(z2) L .
: — : : t
Ty T2 T3 Tn—-1 Tn

Fi1G. 2 — Fonction de répartition d’une variable aléatoire X dont les éléments du support de la loi sont
1 <To < ...<Tp.

La fonction de répartition est donc une fonction croissante qui a une limite égale & 0 en —oo et 1 en +oo,
et qui fait des sauts en chaque valeur x; dont la hauteur est P(X = ;). Remarquons que la connaissance
de la fonction de répartition d’une v.a. est équivalente a la connaissance de sa loi.

La probabilité que X prenne une valeur dans un intervalle a, b] c’est-a-dire la probabilité de ’événement

“X €la,b]” peut se calculer facilement en utilisant la fonction de répartition de X :

P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

» Exemple 10. (Loi géométrique sur N) Soit n > 1 un entier. On lance n fois une piece qui a une probabilité
p €]0, 1] de tomber sur pile. On note X,, le nombre de fois ou la piéce tombe sur “face” avant de tomber sur “pile”
(on pose X,, = n si la piece n’est pas tombée sur pile au cours des n lancers).

X, est une variable aléatoire & valeurs dans {0,...,n} et on a P(X,, = k) = p(1 —p)* pour tout k € {0,...,n—1}
et P(X, =n)=(1-p)".

La probabilité que la piece ne tombe pas sur “pile” si on la lance n fois est (1 — p)™. Cette probabilité tend vers
0 lorsque n tend vers 4+co. On peut donc définir une variable aléatoire X a valeurs dans N comme la limite de
X, lorsque n tend vers 400, correspondant au nombre de fois ou la piece tombe sur “face” avant de tomber sur
“pile” si on la lance autant de fois qu’il faut pour que la piece tombe au moins une fois sur “pile”. La loi de X
est appelée la loi géométrique sur N : P(X = k) = p(1 — p)* pour tout k € N. La fonction de répartition de X au

11
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point k € Nest P(X < k) =31 p(1—p)' =1—(1—p)**! (car 2F_ja' = 171‘?;1 pour a # 1) et la fonction de
répartition en tout point t € [k, k +1[est P(X <t) = P(X <k)=1— (1 —p)*..
Remarquons que l'on peut faire le calcul de P(X < k) différemment en utilisant ’événement contraire “X > k” :

c’est événement “la piéce est tombée au moins k+1 fois sur face avant de tomber sur "pile”“. Donc P(X < k) =
—P(X >k)=1-(1-p)*tL

3.3 Moments d’une variable aléatoire discréte

Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans un ensemble V au plus dénombrable.

Définition. Si X ne prend que des valeurs positives, on définit son espérance par : E(X) = > ., *P(X = 1)
(cette quantité peut étre égale a +00).
Dans le cas ou X prend des valeurs positives et négatives, on dit que X admet une espérance seulement si

E(|X|) =Y ,cv [#|P(X = ) est finie?. On définit I'espérance de X par : E(X) = ., 2P(X = z).

» Exemple 11. Si X est la variable aléatoire désignant le nombre obtenu en langant un dé, alors E(X) = 31°_ & =

i=16
3,5.
» Exemple 12. SiV =N alors E(X) = >[5 iP(X =4).

» Exemple 13. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans N suit la loi de Poisson de parametre a > 0 si :
P(X =k)=e% 2" pour tout k € N. Son espérance est E(X)=a.

En effet, E(X) = Z;o‘a ke 7‘“’, =ad ;> 67“%4 On conclut en faisant le changement de variable, j = k — 1
dans la derniere somme.

» Exemple 14. (suite de l’exemple 10)
On lance un piece jusqu’a ce qu’elle tombe sur ”pile“. On note p la probabilité que cette piece tombe sur "pile“ a
chaque lancer. On note X le nombre de fois ou la piece tombe sur ”face“ avant de tomber sur ”pile“. Pour calculer

lespérance de X on utilise par exemple que Y ,'_, ka*~1 = ﬁ(l —a™(n(l —a)+1) pour® a # 1. On obtient :
+oo n 1 p
E(X)=) kp(l1-p)*= lim kp(1 —p)f = —=.
(X) ; p(1—p) n%oo; p(1 - p) 5

Application : si on répete une expérience aléatoire dans les mémes conditions et si a chaque expérience la chance

de succes est de 0.3 alors 'espérance du nombre d’échecs avant un succes est £ ~ 2.33
3

Proposition 3 Pour toute fonction f, la variable aléatoire f(X) admet une espérance si

) = Z |f(2)|P(X = x) est finie

eV
et on a alors, E(f(X)) =, .y f(x)P(X = x).

Preuve. Notons YV = {y1,...,Yn, ...} 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire Y = |f(X)|. Comme les
ensembles A, = {x € V, y = |f(z)|} pour y € Y définissent une partition de V, pour énumérer les éléments de V, il
suffit de commencer par énumérer les éléments de Ay, , puis ceux de Ay,, puis ceux de Ay, ... Dong,

S I@IPX =2) = (Y P(X =

zeV yey TEAy

En utilisant que P(Y =y) =3 .., P(X =), on obtient : 3 .\, [f(2)|P(X = z) = E(Y). Comme E(Y) est finie,
> ey J(@)P(X = ) est bien définie et peut étre obtenue en sommant les termes de la famille { f(z) P(X = z), z € V}
dans n’importe quel ordre, ce qui permet de conclure. O

» Exemple 15.

— Soit a et b deux réels. Si E(| X |) est finie, F(aX + b) = aE(X) +b.

- E(X*) =3, 2°P(X =ux).

— Sis € [—1,1] et X est une variable aléatoire & valeurs dans N alors E(|sX|) Siss|FP(X = k) < 1 car
|s] < 1. Donc, la variable aléatoire s* admet une espérance qui s’écrit E(s~) = Z“’o s"P(X = k); cette
fonction du parametre s est appelée la fonction génératrice de la variable aléatoire X. Par exemple, si X suit la
loi de Bernoulli B(p), alors E(s¥) = s°(1 — p) +s'p = (1 — p) + sp.

2Si {a;, i € I} est une famille dénombrable de réels telle que >, | a; |[< 400, alors on peut sommer les termes de la
famille {a;, ¢ € I'} dans n’importe quel ordre, on obtiendra toujours le méme résultat que l’on note Zie] a;. Ce n’est pas le

cas par exemple de la famille de nombres {a) = = ) ke N*}
30n peut montrer cette formule par récurrence sur n par exemple.

12
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Définition. On appelle moment d’ordre k de X, espérance de X* lorsqu’elle existe.
Lorsque F(X?) est finie, on définit la variance de X par Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)? et
Décart-type de X par o(X) = /Var(X).

N.B.La variance mesure 'amplitude moyenne des fluctuations de la variable autour de sa moyenne.

» Exemple 16. Les deux diagrammes ci-contre o ‘ ‘ IToi unifo‘rme sur‘(0,1,2,3‘}
montrent deux lois différentes ayant méme espérance )
et méme variance. Il s’agit de la loi uniforme sur 03¢ ]
{0,1,2,3} (diagramme du haut) et de la loi binomiale 02f :

B(3,9/16) (diagramme du bas) : leur espérance est 1.5
et leur variance est 1.25. Le triangle indique la valeur
de l'espérance. Le segment en pointillés délimite 1'in- o 12 8 4 5 8 7 8 o

tervalle [E(X) — o(X), E(X) — o(X)].

01r- B

Loi binomiale B(9,1/6)
0.4 T T T T

0.3r B

0.2r B

o.1| | —
. L.

» Exemple 17. Si X est une variable aléatoire de loi de Bernoulli B(p), alors E(X) = p et plus généralement
E(X*) = p pour tout k € N*. La variance de X est Var(X) = p(1 — p).

» Exemple 18. Considérons 'expérience aléatoire consistant a interroger une personne au hasard parmi un groupe
de n individus pour connaitre son score, un entier entre 0 et 100, & une compétition. On désignera par 2 =
{w1,...,wn} 'ensemble des individus du groupe et par X (w;) le score obtenu par la i-éme personne du groupe a
cette compétition et on munira © de I’équiprobabilité P. Pour tout ¢ € {0,1,...,100}, P(X = 7) est la proportion
de personnes dans le groupe ayant obtenu le score i. La moyenne des scores obtenus est % " X(ws). Sion
regroupe les individus qui ont obtenu le méme score dans l’expression de la moyenne, on obtient :

%ZX((W) =Y iP(X =) = B(X).

Donc dans cet exemple, 'espérance de X correspond a la moyenne des scores du groupe.
On montre de la méme fagon que le moment d’ordre k de X s’écrit F(X*) =1 57" (X (wi))*.

n i=1

Proposition 4 L’espérance de X est la constante qui approche le mieuz la variable aléatoire X au sens
suivant : la fonction a — E((X —a)?) atteint son minimum en E(X). De plus, pour tout a € R, E((X —a)?) =
Var(X) + (E(X) — a)%.

Preuve. En introduisant E(X) et en utilisant la linéarité de 'espérance, on obtient :

E((X —a)?)

E((X - E(X)
E((X - E(X))
Var(X) + (B(X) — a)”.

3.4 Exercices

> Exercice 21. On considére une variable aléatoire X qui prend ses valeurs dans 'ensemble {—1,0, 1, 2}.

i 1 0 e
P(X =1i) | 1/10 | 1/10 | 2/5 | 2/5

1. Calculer P(|X| <1)

2. Calculer la valeur de la fonction de répartition de X au point 0.6
3. Déterminer I'espérance et la variance de X.
4

. Déterminer la loi de X2.

> Exercice 22.

13
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Une bille tombe sur une pyramide de clous comme cela
est représenté sur le schéma. A chaque fois qu’elle ar- 4
rive sur un clou, elle a une probabilité 0.2 de rebondir
a droite du clou et une probabilité 0.8 de rebondir a
gauche du clou. On note X le numéro de la boite dans
laquelle tombe une telle bille. Déterminer la loi de X. | 1

> Exercice 23. Montrer que si X est une variable aléatoire discréte telle que F(X?) est finie alors pour tous réels a
et b, Var(aX + b) = a*Var(X).
> Exercice 24. Une source émet une suite de lettres choisies indépendamment les unes des autres parmi les lettres

a, b et ¢ suivant la loi de probabilité décrite par le tableau :

Lettre a b C
Probabilité | 0.3 | 0.2 | 0.5

1. On note X le nombre de fois ou la lettre a apparait parmi les sept premieres lettres émises.
(a) Calculer P(X > 3).

(b) Si vous deviez parier sur le nombre de fois ol la lettre a apparaitra sur les 7 prochaines lettres émises,
quel serait votre pari? Quelle est la probabilité que vous gagniez votre pari?

2. On note Y la variable aléatoire donnant le nombre de lettres émises avant que la lettre b apparaisse. Calculer
P(Y > 5).
> Exercice 25. Une analyse en laboratoire est délicate : elle réussit 7 fois sur 10.
1. Si on effectue cette analyse 3 fois, quelle est la probabilité de la réussir une seule fois ?
2. Soit k € N*. Calculer la probabilité qu’il faille recommencer k fois cette analyse pour la réussir.

3. Si cette analyse cotite 100 euros. Quel budget doit-on prévoir si on veut avoir au moins 99% de chance de
réussir cette analyse une fois 7 deux fois ?

4 Couple de variables aléatoires discretes

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (2, A, P), & valeurs
dans des ensembles au plus dénombrables notés X' et ) respectivement.
4.1 Loi du couple (X,Y)

Définition. La loi du couple (X, Y’) est une probabilité sur X' x ) notée P(x y et définie par Pix,y)((z,y)) =
P((X,Y) = (z,y)) pour tout couple (z,y) € X x ).

N.B.L’événement {(X,Y) = (z,y)} est I'événement “X prend la valeur = et Y prend la valeur ”. On Iécrit
aussi {X =z et Y =y} ouencore {X =z, Y =y}.

> Exercice 26.

Une fourmi se déplace sur un grillage régulier : a l'ins-
tant O elle se trouve en (0,0). A chaque instant, elle
4 choisit au hasard de se déplacer d’lcm vers I'une des 4
directions possibles : vers la droite, vers la gauche, vers
le haut ou vers le bas. La position (en cm) de la fourmi
apres un ler déplacement est décrite par un couple de
L em variables aléatoires Z = (X,Y). Quelle est la loi de Z 7

» Exemple 19. Au cours de la réplication de ’ADN, une base peut étre substituée par une autre : on dit qu’il y
a transition si une purine est remplacée par une purine (par exemple une adénine a par une guanine g) ou si une
pyrimidine est remplacée par une autre pyrimidine. On dit qu’il y a transvection si une purine est remplacée par
une pyrimidine ou inversement. On note p la probabilité qu’il y ait une transition et ¢ la probabilité qu’il y ait
une transvection sur une base donnée (p + ¢ < 1).

On suppose que le résultat de la réplication au niveau d’une base ne dépend pas de ce qui se passe sur les autres
bases de la séquence d’ADN.

Le nombre de transitions et le nombre de transvections sur une séquence d’ADN ayant n bases, observée lors d’une
réplication, sont décrits par des variables aléatoires notées respectivement X et Y. Le couple (X,Y) prend ses
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valeurs dans l'ensemble V = {0,...,n} x {0,...,n}. Soit (k,l) € V. Si k+1>n, alors P((X,Y) = (k,1)) = 0. Si

k+1 <mn, alors
n! k1 n—k—1l
(X,Y) = (k,1)) A (1-p—q)

On dit que (X,Y,n — X —Y) suit la loi trinomiale M(n, (p,q,1 —p — q)).

Loi trinomiale M(5,0.3,0.3,0.6)

loi trinomiale M(5,0.6,0.3,0.1)

Représentation de la loi trinomiale M(5,(0.3,0.3,0.6)) : i
P(X =i, Y = j) est la hauteur de la barre positionnée  Représentation de la loi trinomiale M(5,(0.6,0.3,0.1)).

au point (i,7).

N.B.On appellera support de la loi d’un couple de variables aléatoires discretes, 'ensemble des valeurs que
ce couple de variables aléatoires prend avec probabilité strictement positive. Dans I'exemple 19, le support
de la loi de (X,Y) est {(k,1) € {0,...,n}? k+1<n}.

Si on connait la loi du couple (X,Y), on peut retrouver la loi de X et la loi de Y qui sont appelées les lois

marginales du couple (X,Y).

Proposition 5 Pour toutz € X, P(X =2) =) ., P(X =1, Y =y).
Pour touty € Y, P(Y =y) =3 ., P(X =12, Y =y).

Par contre, si on connait les deux lois marginales, on ne peut pas en général retrouver la loi du couple.

» Exemple 20. Dans 'exemple 19, page 14, la loi de X est la loi binomiale B(n,p) et la loi de Y est la loi binomiale
B(n, q).

loi trinomiale M(5.0.3,0.6.0.1)

Représentation de la loi d’un couple (X,Y) et des lois
des marginales c’est-a-dire de la loi de X (au fond) et
de la loi de Y (a droite). Ici (X,Y,5 — X —Y) suit la
loi trinomiale M(5,(0.3,0.6,0.1)) et donc les lois de X
et de'Y sont respectivement les lois binomiales B(5,0.3)
et B(5,0.6).

Plus généralement, & partir de la loi du couple (X,Y") on peut déterminer la loi de n’importe quelle fonction
de X etdeY :

Proposition 6 Soit f une fonction définie sur X x Y et soit Z l’ensemble des valeurs prises par la variable
aléatoire Z = f(X,Y).
Pour tout z € Z, si on note A, = {(z,y) € X x Y, f(z,y) =z} alors P(Z = z) = Z PX =z Y=y

(z,y)€A.
» Exemple 21. Si X et Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans {1,...,n} et {1,...,m} respectivement
alors X + Y est une variable aléatoire & valeurs dans {2,...,n 4+ m} et pour tout k € {2,...,n + m}, 'ensemble

A = {(z,y) € {1,...,n} x{1,...,m}, v +y = k} s’écrit Ay, = {(z,k — x), x est entier et max(1,k —m) <
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n min(k—1,n)
z < min(k — 1,n)} et donc P(X+Y =k)=>» P(X=ietY=k—i)= Y  P(X=ietY=k-—i
i=1 i=max(1l,k—m)
car P(X =4, et Y =k—1i)=0si k—i¢{l,...,m}. On peut aussi faire le calcul en décomposant en fonction
des valeurs de Y :
m min(k—1,m)
P(X+Y=k)=> PX=k—jetY=j)= Y  PX=k—jetY =j).
j=1 j=max(1l,k—n)

> Exercice 27. Dans 'exercice 26 page 14, quelle est la loi de X ? la loi de Y ? la loi de D = v X2 +Y?2?

4.2 Lois conditionnelles

En utilisant les probabilités conditionnelles, on obtient des décompositions de la probabilité de I’événement

{(X,Y) = (z,y)} lorsque cette probabilité est non nulle :
P((X,Y) = (2,) = P(Y = y|X = 9)P(X = ) = P(X =alY = y) P(Y = ).

Définition. Etant donné, un événement A de probabilité non nulle, on appelle la loi conditionnelle de Y

sachant I’événement A, la loi de probabilité sur )} définie par la famille de probabilités
{PY =ylA), ye I}
Pour tout © € X tel que P(X = z) > 0, on peut définir la loi conditionnelle de ¥ sachant {X = x} :

Définition. On appelle lois conditionnelles de Y sachant X, la famille des lois conditionnelles de Y sachant

{X = 2z} pour x parcourant le support de la loi de X.

L’ensemble de ces lois conditionnelles décrit 'influence de X sur la valeur de Y. La donnée de la loi de X et
des lois conditionnelles de Y sachant X détermine évidemment la loi conjointe de X et de Y (donc la loi de

Y'), et réciproquement.

» Exemple 22. On dispose d’'un sac contenant n jetons numérotés de 1 a n. On choisit au hasard un jeton du sac
et on le retire, on note X; son numéro. On choisit alors un deuxiéme jeton dans le sac; on note X2 son numéro.
D’aprés 'énoncé, la loi de X est la loi uniforme sur ensemble {1,...,n} et pour tout k € {1,...,n}, la loi
conditionnelle de X2 sachant que {X1 = k} est la loi uniforme sur {1,...,k —1,k+1,...,n}. On peut alors en
déduire que la loi de (X1, X2) est la loi uniforme sur {(i,5) € {1,...,n}?, i # j} et que la loi de X est aussi la
loi uniforme sur {1,...,n}.

» Exemple 23. Dans l’exemple 19, page 14, un calcul montre que pour tout k € {0, ...,n}, la loi conditionnelle de
Y sachant {X = k} est la loi B(n — k, 1)

> Exercice 28. Dans l'exercice 26 page 14, quelles sont les lois conditionnelles de Y sachant X 7

4.3 Indépendance de deux variables aléatoires

Définition. Les deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si
pour tout (z,y) € X x Y, P(X =2, Y =y)=P(X =z)P(Y =vy)

En utilisant les lois conditionnelles de X sachant Y, on obtient une autre caractérisation de 'indépendance
entre X et YV :

Proposition 7 Les deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout y
appartenant auw support de la loi de Y, la loi de X conditionnellement o l’événement {Y =y} coincide avec
la loi de X.

» Exemple 24. Dans l'exemple 22, la loi conditionnelle de X2 sachant {X; = k} dépend de k donc, X1 et X2 ne
sont pas indépendantes.

» Exemple 25. Dans exemple 19, page 14, on a vu que la loi conditionnelle de Y sachant {X = k} dépend de k.
Donc, les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes.

16



S. Lemaire, L3 Math390 Université Paris-Sud, 2012-2013

4.4 Indépendance conditionnellement a une variable aléatoire

Définition. Soit Z une autre variable aléatoire discrete définie sur ) a valeurs dans un ensemble Z au plus
dénombrable.

Les variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes conditionnellement a la variable aléatoire Z si X
et Y sont indépendantes conditionnellement & tout événement de la forme {Z = z}, c’est-a-dire si pour tout

(z,y) € X x )) et pour tout z appartenant au support de la loi de Z,
PX=a,Y=ylZ=2)=P(X=z|Z=2)PY =y|Z ==z).

Propriété 8 Soit X, Y et Z des variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (2, A, P)
et a valeurs dans des ensembles au plus dénombrables X, Y et Z respectivement.

Les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes conditionnellement a la variable aléatoire Z si et seule-
ment si pour tout (y, z) dans le support de la loi de (Y, Z), la loi conditionnelle de X sachant{Y =y et Z = z}
ne dépend pas de y.

Dans ce cas, la loi conditionnelle de X sachant {Y =y et Z = z} est égale a la loi conditionnelle de X
sachant {Z = z}.

Preuve. Si P(X =z|Y =y,Z = z) = T(z,z) pour tout € X et (y,2) € supp((X,Y)),

P(X=zZ=2) = Y P(X=xY=ylZ=2)=) P(X=zY =y Z=2)P(Y =y|Z=2)
yey yey
= T(x,2) Y PY =y|Z=2)=T(z,2).
yey

D’ott I'egalité des lois conditionnelles de X sachant {Y =y et Z = z} et de X sachant {Z = z}. On a aussi obtenu
que

PX=z,Y=y|lZ=2)=PX=z|Y=y,Z=2)PY=ylZ=2)=P(X =z|Z=2)P(Y =y|Z = 2) (1)

pour tout (y,z) dans le support de la loi de (Y, Z). Si (y,z) n’est pas dans le support de la loi de (Y,Z) alors
P(X =z,Y =y|Z = 2) =0et P(Y = y|Z = z) = 0 donc Iégalité (1) est encore satisfaite. On a montré
I'indépendance conditionnelle de (X,Y") sachant Z.

Inversement, supposons 'indépendance conditionnelle de (X,Y’) sachant Z. Alors, P(X =z|Y =y, Z =2) = P(X =
x,Y =y|Z=2)/P(Y =ylZ =2)=P(X =z|Z =2). O

» Exemple 26. (La fortune d’un joueur) On considére un joueur qui dispose initialement de s euros (s € N). Il
joue a un jeu de hasard, dont 'enjeu a chaque partie est de 1 euro, jusqu’a ce qu’il soit en possession de m euros
(m € N tel que m > s) ou jusqu’a ce qu’il ait dépensé tout son argent.

La somme dont dispose le joueur apres la 3-ieme partie et la somme dont il dispose apres la 1-iére partie ne sont
pas des variables aléatoires indépendantes. Par contre, ce sont des variables aléatoires indépendantes condition-
nellement a la variable aléatoire donnant la fortune du joueur apres la deuxieme partie.

4.5 Espérance et covariance d’un couple de variables aléatoires numériques
discretes

On suppose ici que les variables aléatoires discretes X et Y sont & valeurs réelles (i.e. X et ) sont supposés

inclus dans R)

Définition. On appelle espérance du couple (X,Y), le couple des espérances (E(X), E(Y)) lorsque E(X)
et E(Y) sont bien définies.

Proposition 9 Soit f une fonction définie sur X x Y. Si E(|f(X,Y)]) est finie alors

E(f(X,Y) =Y > flayPX =z, Y =y).

reX yey

Preuve. La preuve est analogue a la preuve de la proposition 3. ]

» Exemple 27.
1. Si E(|X|) et E(]Y|) sont finies alors pour tout a,b € R, E(|JaX+bY|) est finie et E(aX+bY) = aE(X)+bE(Y).
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2. Si BE(X?) et E(Y?) sont finies alors E(|XY|) est finie et

E(XY)=) > ayP(X =z, Y=y)=> Y ayP(X ==z, Y =y)
rzeX yey yeYzeX
Définition. Supposons que E(X?) < +oco et que E(Y?) < +o0.
La covariance entre X et'Y, notée Cov(X,Y), est définie par Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).
En particulier, Cov(X, X) = Var(X).

Propriété 10 Supposons que E(X?) < +oc et que E(Y?) < +o0. Alors,
(i) Cov(X,Y)=E(XY)—- E(X)E(Y).
(ii) si E(Z?%) < +oo et a est un réel, alors Cov(X +aY, Z) = Cov(Z, X +aY) = Cov(X, Z)+aCov(Y, Z).
En particulier Var(X +Y) = Var(X) 4+ Var(Y) + 2Cov(X,Y).
(iii) |Cov(X,Y)| < o(X)o(Y) et l’égalité est réalisée si et seulement si il existe A € R et ¢ € R tels que
PY=XX+¢)=1.
Preuve. (i) et (ii) s’obtiennent en utilisant la propriété de linéarité de 'espérance décrite dans exemple 27.
Pour montrer (iii), il suffit de considérer Var(X +tY) = Var(X)+t*Var(Y)42tCov(X, Y). C’est un polynome d’ordre
2 en t, positif ou nul. Donc, le discriminant Cov(X,Y)? — Var(X)Var(Y) doit étre négatif ou nul.
D’autre part, si Cov(X,Y)? = Var(X)Var(Y), alors Var(X +tY) = 0. Cela ne peut se produire que si X +tY est une

variable aléatoire constante avec probabilité 1. (Rappelons que si X > 0, E(X) = 0 implique que zP(X = z) =0
pour tout z € X, c’est-a-dire P(X = z) = 0 pour tout = # 0 et donc P(X =0) =1). a

Définition. Considérons deux variables aléatoires X et Y qui admettent des moments d’ordre 2 finis et des
variances non nulles.

On définit la coefficient de corrélation entre X et Y comme le rapport

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = (X))

Propriété 11 Supposons que X et Y admettent des moments d’ordre 2 finis et des variances non nulles.
Corr(X,Y) est un réel dont la valeur absolue est magjorée par 1 avec égalité si et seulement si il existe X € R*
et c € R tels que Y = AX + ¢ (dans ce cas, le signe de Corr(X,Y) est donné par celui de \).

» Exemple 28. Soit X et U deux variables aléatoires 15 . 15
indépendantes centrées d’écart-type o non nul. Notons 10 25:; 10
Y la variable aléatoire définie par Y = a X ++/1 — a?U. 5 R
Alors, le vecteur Z = (X,Y) est d’espérance nulle, de
covariance ac? et de coefficient de corrélation a.

Sur les figures ci-contre sont représentées 100
réalisations du vecteur aléatoire Z pour différentes va-
leurs de a, lorsque X et U suivent la loi uniforme sur a-05 =09
{-10,-9,...,10}. ;

-15 -15,
5 10 5 0 5 10 15 5 10 5 0 5 10 15
X X

» Exemple 29. Dans 'exemple 19, page 14, pour i € {1,...,n}, on note :
— ¢; la variable aléatoire qui vaut 1 s’il y a une transition a la i-eéme base et 0 sinon.
— n; la variable aléatoire qui vaut 1 s’il y a une transvection a la i-eme base et 0 sinon.
Alors, pour tout tout i, j € {1,...,n}, Cov(ei,n;) = —pgll;=;3. En remarquant que X =37 e et Y = Z;;l n;
on obtient que E(X) = np, E(Y) = ng, Var(X) = np(1 — p), Var(Y) = ng(1 — q) et que la covariance entre X et
Y vaut —npq.

4.6 Espérance conditionnelle d’une variable aléatoire réelle discrete

On suppose ici que les variables aléatoires discréetes X et Y sont & valeurs réelles et que E(|X|) et E(|Y])

sont finies.
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Définition. Si A est un événement de probabilité strictement positive, l’espérance conditionnelle de Y

sachant I’événement A notée E(Y|A) est définie comme ’espérance de la loi conditionnelle de Y sachant A :
E(Y[A) =3 ,eyyP(Y =y [ A).
N.B.L’expression de E(Y[A) a bien un sens car 3 o, [y[P(Y =y | A) <37 o [y[P(Y =y) = E(|Y]).

Propriété 12 Si A est un événement de probabilité strictement positive, E(Y|A) = EI(D}(:;‘).

yeY P(A)

Preuve. E(Y|A) =) s PAY =y} nA). Comme P{Y =y} NA) = E(lyy—yy1a), et Y =3 yliy—yy,
on obtient le résultat en intervertissant la somme et I’espérance. |

Propriétés 13 Notons S le support de la loi de X
1. Y,es E(Y|X = 2)P(X = x) = E(Y).
2. Si X etY sont indépendantes, alors E(Y|X = x) = E(Y) pour tout x € S.
3. Pour toutes fonctions ® et U telles que E(|®(X)U(Y)]) < +00 et pour tout x € S,

E(@(X)U(Y)|X = z) = &(2)E(T(Y)|X = z).

En particulier, E(XY|X =) =zE(Y|X = x).

Preuve.
1. Pour montrer que la premiere égalité a un sens, il faut vérifier que la somme
I=Y |E(Y|X =2)|P(X = ) est finie.
zeS

I=3%cs|2,eyyP(Y =y|X =2)|P(X =z).Donc, I <37 s> cy |ly|P(Y =y, X = z). En intervertissant
les deux sommes, on obtient que cette double somme est égale & F(|Y|) qui est finie par hypothese. En refaisant
le calcul sans les valeurs absolues, on obtient que

Y E(Y|X =x)P(X =x) = E(Y).
zeS

2. Si X et Y sont indépendants alors la loi conditionnelle de Y sachant {X = z} est égale a la loi de Y. Donc,
EY|X =z)=E().

3. Sur I'événement {X = z}, la variable aléatoire ¢(X) est constante et égale & ¢(x). Donc, par linéarité de
I'espérance,

E@(X)p(YV)|X =x) = E(¢(z)p(YV)|X = ) = ¢(x) B[ (V)X = ).

» Exemple 30. Dans I'exemple 28, page 18, E(Y|X = k) = ak pour tout k € {—10,...,10}.

» Exemple 31. Dans 'exemple 22 page 16, E(X2| X1 = k) = 2(73—_1)(11(71 + 1) — 2k) pour tout k € {1,...,n}.
» Exemple 32. Dans lexemple 19, page 14, pour tout k € {0,...,n}, 'espérance conditionnelle de Y sachant

{X =k} est (n—k)7%.
N.B. Supposons que E(X?) et E(Y?) sont finies et considérons la fonction ¢ : x — E(Y|X = z) définie sur
le support de la loi de X. Si on connait la valeur de X, mais pas celle de Y, on peut montrer que ¢(X) est
la meilleur fagon d’approcher Y par une fonction de X au sens des moindres carrés :
E((Y —¢(X))?) < E((Y —(X))?) pour toute fonction 9 telle que E(1)(X)?) < +oc.

La variable aléatoire ¢(X) est notée E(Y|X).

4.7 Vecteurs aléatoires discrets

Les définitions données pour un couple de variables aléatoires discretes s’étendent au cas d’un nombre
fini de variables aléatoires discretes : soit X1, ..., X,, r > 2 variables aléatoires définies sur un méme espace

de probabilité (2,4, P), X; étant & valeurs dans un ensemble au plus dénombrable X;.

Loi d’un vecteur aléatoire. Laloi de (Xi,...,X,) est une probabilité Pix, . x,) définie sur &7 x...x &,

par :

Pix,,. x)((z1,...,2.)) = P((X1,...,X,) = (x1,...,2,)) pour tout (z1,...,2,) € X1 X ... X X,.
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Indépendance. Les variables aléatoires X1, ..., X, sont dites indépendantes si

P(X; :xl,...,XT:mT):HP(Xi:xi) pour tout (z1,...,2,) € X1 X ... X X
i=1

Lois conditionnellement & un vecteur. Soit s € {1,...,r —1}.

Les lois conditionnelles de (X7i,...,X) conditionnellement au vecteur (Xs41,...,X,) sont formées par
I'ensemble des lois conditionnelles de (X7, ..., X;) sachant I'événement {(Xs41,...,X;) = (Tsg1,..., %)}
pour (sy1,...,2,) parcourant le support de la loi de (Xgq1,...,X,).

Loi multinomiale On répete n fois dans les mémes conditions une expérience aléatoire £ qui a r issues
possibles notées I1,....I.. Pour k € {1,...,7}, notons p(k) la probabilité que le résultat de 1’expérience
soit Ir et désignons par X le nombre d’expériences dont le résultat est Ij; (p(1),...,p(r)) définit une
probabilité sur {1,...,r} et Xj,..., X, sont des variables aléatoires & valeurs dans {0, 1,...,n} telles que
iy Xi = n. Pour tout (j1,...,Jr) € {0,...,n}" tel que >, _, ji = n, I'événement “sur les n expériences,
le résultat I est observé ji fois, le résultat I> est observé jo fois, ..., le résultat I, est observé j,. fois”
gécrit : {(X1,...,X,) = (j1,...,7-)} . Sa probabilité est

n!

P((X1,.., Xp) = (1, 00r)) = m(P(l))jl o (p(r))r (2)

On dit que le vecteur aléatoire (X1, ..., X, ) suit la loi multinomiale M(n, (p(1),...,p(r))).
Preuve de I’égalité (2) : On peut coder le résultat des n expériences par une suite (21, ..., x,) de n chiffres :

x; = k signifiant que le résultat de la i-ieme expérience est Ii. L’ensemble des résultats possibles est alors

Q ={1,...,r}™. La probabilité d’observer une telle suite w = (z1,...,2,) est P(w) = p(z1)...p(z,;). En

regroupant les termes identiques dans le produit, on obtient P(w) = p(1)¥1) .. p(r)X+ () Par conséquent,
si j1,-..,Jr sont des entiers positifs dont la somme est égale a n, ’événement

A, ={Xi=jiet Xo=joet ... et X, =j,}
a pour probabilité : P(A;, ;)= > p(1)t...p(r)ir = Card(4;,. ;. )p(1)7...p(r)i. O

WEAG . ir

N.B. En particulier, pour j € {1,...,7}, X; suit la loi binomiale B(n,p(j)) et si k € {1,...,r} est différent
de j, (X;, Xk, n — X; — X}) suit la loi trinomiale M(n, (p(j),p(k),1 — p(j) — p(k))).

» Exemple 33. sion note X; le nombre de fois o le dé tombe sur ¢ en 10 lancers pour i = 1,...,6 alors (X1,..., X¢)
suit la loi M(10, (1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)).

4.8 Exercices

> Exercice 29. On dispose d’'un sac contenant 7 boules blanches, 7 boules noires et 8 boules rouges indiscernables
au toucher. On note X le nombre de boules blanches et Y le nombre de boules noires que I’on obtient en tirant
au hasard deux boules différentes.

Compléter le tableau en y mettant les valeurs de | i\Jj || 0 | 1 | 2 |
P((X,Y) = (4,7)) pour 0 < i < 2et 0 < j <2 afin 0
que le tableau décrive la loi du couple (X,Y). 1

2

> Exercice 30.

Soit @ € [0,1]. Soit (X,Y) un couple de variables

aléatoires & valeurs dans {0, 1,2} x {0,1}. Le tableau y\z || O 1 |2
suivant donne la probabilité P {(X,Y) = (z,y)}, pour 0 HIRE
tout (z,y) € {0,1,2} x {0, 1}, 1 I

1. Déterminer la loi des marginales X et Y, puis les lois conditionnelles de X sachant Y.
2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

3. Déterminer I'espérance de X et de Y.
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Déterminer la covariance entre X et Y.
Déterminer ’espérance conditionnelle de X sachant que {Y = y} pour y € {0, 1}.
En utilisant la question 5, retrouver 'expression de l'espérance de X d’une autre facon.

Déterminer la loide Z = X + Y.

o ot

> Exercice 31. Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes vérifiant Var(X) = 4, Var(Y) = 1 et Corr(X,Y) =
—0.5. On pose Z = 2X — 3Y + 4. Déterminer Var(Z) et Cov(X, Z).

> Exercice 32. On consideére un couple de variables aléatoires (X, Y) qui prend ses valeurs dans I’ensemble {—3,2, —1} X
{-=1,0,1,2}. Le tableau décrit les lois conditionnelles de X sachant Y : La case de la i-itme ligne de et la j-iéme
colonne du tableau suivant contient la probabilité que X prenne la valeur ¢ sachant que ’événement {Y = j} est
réalisé :

T [ P(X=iy =—1) | P(X =]y =0) | P(X =]y =0) | P(X =]y =2)
3 1/3 1/6 172 1/6
) 1/3 2/3 0 1/3
1 1/3 1/6 172 172
1- Déterminer 'espérance conditionnelle de X sachant que {Y = k} pour k € {—1,0,1,2} :
k -1 0 1 2
E(X]Y = k)

2- Le tableau ci-dessous décrit la loi de Y.

T 0 1] 2
479 | 1/3 | 1/9 | 1/9

Déterminer I'espérance de X.
Déterminer la probabilité que le couple (X,Y’) prenne la valeur (—2,0).
Déterminer la loi de X.

> Exercice 33. Soient X et Y des variables aléatoires a valeurs dans N. Compléter l'expression ci-dessous de la
probabilité de I'événement {(X,Y) € E} ot E = {(i,j) € N? tels que 4 <i<Tet 3<i+j <8}

777

Pm&meEy:z:(z:mxzimyzﬁ):E:(Ejmxziayzﬁ)

=777 =777 J=777 =777

777 77 777

> Exercice 34. Quelle est la probabilité pour que le lancer de quatre dés donne deux six et deux trois?

> Exercice 35. Paul choisit au hasard un numéro entier entre 1 et 10. Jean choisit au hasard un numéro entier entre
1 et 10. Notons X la variable aléatoire désignant le numéro tiré par Paul et Y la variable aléatoire désignant le
numéro tiré par Jean.
Ecrire I'événement A : “Paul et Jean choisissent le méme chiffre” en utilisant les variables aléatoires X et Y, puis
calculer la probabilité qu'un tel événement A se réalise.
Faire de méme avec 'événement B : “le plus grand des deux numéros est supérieur ou €gal a 9” et 'événement
C': “la somme des deur numéros est supérieure ou égale a 15”.

> Exercice 36. Une source émet une suite de lettres choisies indépendamment les unes des autres parmi les lettres
a, b et ¢ suivant la loi de probabilité décrite par le tableau :

Lettre a b C
Probabilité | 0.3 | 0.2 | 0.5

1. Quelle est la probabilité que sur les 10 premieres lettres émises, la lettre a apparaisse 3 fois et la lettre b
apparaisse 2 fois ?

2. On vous dit que dans les 10 premieres lettres émises, la lettre b est apparue 2 fois, quelle est la probabilité
que la lettre a soit apparue 3 fois ?

3. Le nombre de lettres émises avant d’observer pour la premiere fois la lettre b est une réalisation d’une variable
aléatoire X. Déterminer la loi de X.

4. On note Y le nombre de lettres ¢ déja émises au moment ou une lettre b apparait pour la premiere fois.
Déterminer la loi de conditionnelle de Y sachant que X = 10.

> Exercice 37.

1. On considére un couple (X,Y") de variables aléatoires & valeurs dans les entiers positifs ou nuls. Exprimer la
probabilité de I’événement {X —Y < 8} uniquement & l'aide des probabilités P(X =i et Y = j) pour i € N

et j € N.
Application : on a mis deux appareils photos & détecteur a infrarouge sur des lieux de passage d’animaux. On
note a et b les probabilités qu’un animal passe devant les détecteurs 1 et 2 respectivement au cours d’une journée
et X et Y le nombre de jours passés au moment du ler déclenchement des appareils photos 1 et 2 respectivement.

2. Que représente I'événement {X — Y < 8} 7 Calculer P(X —Y < 8) lorsque a = b =1/4.
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3. On introduit une variable aléatoire € qui vaut 1 si 'appareil photo 1 s’est déclenché le premier jour et qui

vaut 0 dans le cas contraire.

(a) Déterminer la loi conditionnelle de X sachant que e = 1 puis la loi conditionnelle de X sachant que
e=0.

(b) Montrer que la loi conditionnelle de X sachant que ¢ = 0 est la méme que la loi de X + ¢ pour un entier
¢ a déterminer.

(¢) On pose mg = E(X|e =0) et m; = E(X|e = 1). Utiliser la relation existant entre E(X), mo et m1 et
la question précédente pour trouver la valeur de E(X).

(d) Utiliser la méme technique que dans la question précédente pour trouver E(X?).
(e) En déduire Var(X —Y).

> Exercice 38. On dispose d’une pieéce qui a une probabilité p €]0, 1] de tomber sur “pile” et 1 — p de tomber sur
“face”.

1. Calculer la probabilité que la piece tombe n fois sur ”face” si on la lance n fois. On note u,, cette probabilité.
2. Montrer que la suite (un)n tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.

3. On définit 7 comme étant le nombre de lancers que 1'on doit faire avant d’obtenir pour la premiere fois " pile”
ou encore le nombre de fois ou la piece tombe sur “face” avant de tomber sur “pile” (on pose 7 = 400 si on
n’obtient jamais ”pile”). Déduire de la question précédente que P(T = +00) = 0.

4. Déterminer la loi de 7.

5. On définit la variable aléatoire X par X = 1 si la piece tombe sur ”pile” au premier lancer et X = 0 si la
piece tombe sur ”face” au premier lancer. Déterminer les lois conditionnelles de 7 sachant X.

6. Exprimer l'espérance conditionnelle de 7 sachant {X = 0} en fonction de E(7). En déduire la valeur de
I’espérance de .

> Exercice 39. On modélise le nombre de graines d’une plante par une variable aléatoire X de loi de Poisson de
parametre a > 0 (P(X = k) = e_a% pour tout k£ € N). On suppose que chacune de ces graines a une probabilité
p de germer et ceci indépendamment des autres graines.

1. Soit k € {0, ...,n}. Déterminer la probabilité que sur n graines, k germent.

2. On note Y le nombre des graines d’une plante qui ont germé. Pour tout n € N, déterminer la loi conditionnelle
de Y sachant que X = n. En déduire la loi de Y.

3. Dans cette question, on ne fait aucune hypothese sur la loi de X, on suppose seulement que E(X) = a. Pour
k € supp(X), déterminer E(Y|X = k) et en déduire E(Y).

> Exercice 40. On sait que le croisement de deux phénotypes de pois donne naissance a quatre types de pois :
— Type 1 - pois ronds et jaunes
— Type 2 - pois ronds et verts
— Type 3 - pois ridés et jaunes
— Type 4 - pois ridés et verts
Chaque caractere couleur et forme des pois est géré par un géne ayant un allele dominant (jaune pour la couleur
et rond pour la forme) et un alléle récessif. On croise un grand nombre de pois de races purs jaunes et ronds avec
des pois verts et ridés de sorte d’obtenir que des pois de génération 1 hétérozygotes pour les deux génes. On croise
des pois de génération 1 pour obtenir des pois de génération 2. On fait I'hypothese que les deux caracteres sont
transmis de maniere indépendante.

1. Déterminer la probabilité qu'un pois de génération 2 soit de type @ pour i € {1,...,4}.
2. On note X; le nombre de pois de type i sur 20 pois de génération 2 pour ¢ € {1,...,4}.
(a) Quelle est la loi de X;?
(b) Quelle est la loi de (X1, X2, X3, X4) 7
(¢) Sur les 20 pois, on sait que 10 sont de type 1, quelle est la probabilité d’avoir 4 pois de type 2 et 4 pois
de type 37

> Exercice 41. Pour obtenir des informations sur le nombre N de grenouilles vivant dans un étang, on en capture
en premier lieu un nombre m, on les marque puis on les relache. Aprés un temps suffisamment long pour que les
grenouilles relachées se soient dispersées, on capture de nouveau n grenouilles de ’étang. On supposera que le
nombre de grenouilles entre les deux captures n’a pas changé et qu’ & chaque capture les grenouilles de I’étang ont
toute la méme probabilité d’étre attrapées.
1. On note A; I'événement “la i-eme grenouille capturée est une grenouille marquée et on pose Y; = 1g4,.
Déterminer la loi de Y, puis la loi du couple (Y1, Y2)

2. En déduire la loi de Y5.
3. Soit ¢ € {1,...,n — 1}. Déterminer les lois conditionnelles de Yj;1 sachant (Y1,...,Y5).
4. Montrer que pour tout (yi,...,y:) € {0,1}* tel que s(y,i) = 22:1 yk € [m+1— N, m],

m!(N —m)! (N —1)!

PO =y Yia =y Vi =0) = SN —m - = s@)] W
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5. On pose S; = 22:1 Y; pour tout i € {1,...,n}. Que représente S; ? Déterminer sa loi.

On suppose que les grenouilles marquées sont numérotées de 1 & m. Pour ¢ € {1,...,m}, on note B; I’événement
“la grenouille numéro ¢ a été capturée une deuxieme fois” et on pose Z; = 1p,.

Déterminer la loi de Z;.

Calculer Cov(Z;, Z;) pour tout 4,5 € {1,...,m}.
Que représente W = 37", Z; 7

Déterminer E(W) et Var(W).

© »®» 3>

23



S. Lemaire, L3 Math390 Université Paris-Sud, 2012-2013

Deuxieme partie

Simulations et analyse des résultats

5 Simulation d’une expérience aléatoire

La simulation, c¢’est I'expérimentation sur un modele ; le modele étant une représentation simplifiée d’un
phénomene que 'on cherche a étudier. Le modele cherche a donner une description abstraite de certains
aspects de la réalité en terme de variables et de relations entre ces variables. Expérimenter sur le modele
consiste a faire varier la valeur des variables d’entrée afin d’observer la réaction du modele.

Lorsqu’on reproduit un phénomene faisant intervenir le hasard, les résultats que ’on obtient sont alors des

réalisations de variables aléatoires dont la loi est souvent inconnue.

5.1 Loi des grands nombres

Soit A un événement qui peut étre réalisé au cours d’une expérience aléatoire £. On aimerait connaitre la
probabilité p que I'événement A se réalise. Lorsqu’on effectue n fois cette expérience aléatoire, dans des condi-
tions identiques, et de telle maniere que les facteurs aléatoires présents lors des différentes expérimentations
soient indépendantes (c’est-a-dire sans influence mutuelle), le nombre de fois ot 'événement A a été réalisé
au cours de ces n expériences, est une réalisation d’une variable aléatoire S,, de loi binomiale B(n,p). La
fréquence, T, = %, avec laquelle cet événement se réalise est une variable aléatoire d’espérance p et de
variance @. Comme la variance de T,, tend vers 0, lorsque n est tres grand, il y a de fortes chances que
la valeur observée de T;, soit proche de p. Plus précisément, on a le résultat suivant :

pour tout € > 0, P(|T, —p| > ¢€) < A€ o 0.

Plus généralement, on a les deux résultats suivants :

Théoréme 14 Soit X1,...,X,,... une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace de pro-
babilité (2, A, P), indépendantes et de méme loi. On suppose que ces variables aléatoires admettent une
espérance m finie.

— Loi faible des grands nombres : pour tout e >0, P(|2 3" | X; —m|>¢€) — 0.

n—-+4oo
— Loi forte des grands nombres : il existe un événement A de probabilité 1 tel que pour tout w € A,

P Xiw)  —m.

n—-+o0o

De gauche & droite, représentation des lois de Tho, T50 et Tioo lorsque p = 0.3. On a P(|Tho — p| > 0.05) ~ 0.77,
P(|Ts0 — p| > 0.05) ~ 0.4 et P(|Ti00 — p| > 0.05) ~ 0.23

03|
04
03

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Une réalisation de n — T, lorsque p = 0.3
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N.B.Lorsqu’une propriété est vraie pour un ensemble de tirages w de probabilité 1, on dira que la propriété
est vraie avec probabilité 1 ou pour presque tout w ou encore presque surement.
Lorsque les variables aléatoires ont un moment d’ordre 2 fini, la loi faible des grands nombres est une

conséquence directe de I'inégalité de Bienayme-Tchebychev :

St X est une variable aléatoire ayant un moment d’ordre 2 fini, alors pour tout € > 0,

Var(X)
P(X — B0 > o < 22X,
5.2 Loi empirique
Soit X est une variable aléatoire discrete a valeurs dans un ensemble X = {ey,...,ex} (k fini ou k = +00)
de loi p.
5.2.1 Définition et propriétés
Soit (X1,...,X,) n variables aléatoires indépendantes de méme loi p. On dit (Xi,...,X,,) est un n-
échantillon de loi p.
A partir d’une réalisation (X1 (w), ..., X, (w)) de cet échantillon, on peut construire une nouvelle probabilité

fin(w) en définissant i, (w, e;) comme la fréquence d’apparition de la valeur e; dans 1’échantillon :

fin(w, €;)

3|>—‘

Zﬂ{Xk —¢,} pour tout i € {1,...,k}.
k=1

On appelle fi,(w) la loi empirique de la réalisation (X1(w), ..., X,(w)). Cela permet d’approcher la loi u &
laide des observations (X3 (w), ..., Xn(w)) :
Propriété 15 Pour presque tout w € Q, sup;cqy,. ky |fin(w, €:) — pu(e;)] = 0.
R n—+o0
On peut représenter une réalisation d’une telle fonction a I’aide d’un diagramme en batons, le baton d’abscisse

k ayant comme hauteur la proportion de valeurs de 1’échantillon valant k.

Loi empirique des résultats Loi empirique des résultats
de 100 lancers d’'un dé de 5000 lancers d’un dé

5.2.2 Exemples d’estimateurs empiriques

L’espérance de fi,(w) est la moyenne des valeurs (X;(w),..., X, (w)) (appelée la moyenne empirique et
notée X, (w)).

La variance de fi,(w) est 62(w) = L 3" | (X;(w) — X,,(w))?. Elle est appelée la variance empirique de
I’échantillon.

Par application de la loi forte des grands nombres, on obtient les propriétés suivantes :

Propriétés 16 1. Si E(X) < +o0o alors pour presque tout w € Q, X,,(w) tend vers E(X) lorsque n tend

vers +0o00.

2. Si E(X?) < 400 alors pour presque tout w € €, 52 (w) tend vers Var(X) lorsque n tend vers +oc.
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5.3 Fonction de répartition empirique

La fonction de répartition de fi,(w) est la fonction sur R définie par : Fy,(w) : t +— =37 Ty, w)<iy-
Elle est appelée la fonction de répartition empirique de I'échantillon : F, (w)(t) correspond simplement & la

proportion de valeurs de I’échantillon qui sont inférieures ou égales a t.

Propriétés 17 — Notons (1), ..., () la suite obtenue en ordonnant par ordre croissant les n observa-
tions X1(w), ..., Xp(w).

La fonction de répartition empirique de [’échantillon s’écrit aussi :

- 0 sit < x()
Fo(w)t)=q 7 stz St<zgyny (I<i<n-—1)
1 st t Z :Z}(n)
F(w,t)
1 1 .
n—-1 | .
2 —
il
: — : : t
Z(1) T(2)T(3) L(n—1)T(n)

~ Soit F la fonction de répartition de X. Pour presque tout w € Q, sup,eg |Fn(w)(t) — F(t)| — 0

n—-+oo
(théoréme de Glivenko-Cantelli)

5.4 Exercices

> Exercice 42. On dispose d’un modele d’infection de cellules par un virus. On effectue 100 simulations d’infection
de cellules a ’aide de ce modele avec les mémes parametres. Le tableau ci-dessous donne le nombre de simulations
ou k cellules sont infectées aprés une journée d’exposition :

Nb cellules infectées | 10 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 25
Nb de simulations 1 2 2 5 10 | 10 | 25 | 23 | 12 8 2

Décrire la loi empirique du nombre de cellules infectées sur ces 100 simulations. Donner la valeur de I’estimateur
empirique de l'espérance et de la variance de la loi du nombre de cellules infectées apres une journée d’exposition.

Chez des moutons d’un méme troupeau, on mesure 'importance d’une infection par des nématodes (vers
parasites intestinaux) en comptant le nombre d’oeufs présents dans les feces de 'animal au mois de juin.
On considere que l'importance de l'infection résulte de deux effets additifs et indépendants que 1’on ne
peut pas distinguer a la mesure : la résistance lié aux caractéristiques génétiques de chaque animal et la
variation naturelle dues aux conditions climatiques. Pour estimer la part de la variance expliquée par les
caractéristiques génétiques d’un troupeau, on fait une mesure du nombres d’oeufs pour chaque animal du
troupeau deux années successives. L’écart-type des mesures pour le troupeau est de 250 oeufs/gr, le coefficient
de corrélation entre les deux années est de 0.4. On en déduit que 40 % de la variance observée est expliquée
par les caractéristiques génétiques d’un troupeau.

Proposer une modélisation qui permet d’arriver au résultat annoncé en explicitant bien les hypotheses émises
et les approximations faites.

> Exercice 43. On a répété une expérience aléatoire dans les mémes conditions 100 fois. Le résultat d’une expérience
est décrite par une variable aléatoire X & valeurs dans {—2,—1,0,1}. On dispose donc de 100 réalisations de la
variable aléatoire X.
Le tableau suivant donne le nombre de fois ou chaque valeur a été observée au cours de ces 100 expériences :

Valeurs 2| -1 0 1
Effectifs observés | 19 | 46 | 14 | 21

Déterminer la valeur observée de
1. Destimateur empirique de P(X < —0.5).
2. l'estimateur empirique de I'espérance de X.
> Exercice 44. Soit X une variable aléatoire dont la loi est définie par le tableau suivant :

i 2 |- O 1 2
P(X =Fk) | 0.18 | 0.18 | 0.17 | 0.22 | 0.25

Soit (Xn)r une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.
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n

1. Lorsque n tend vers +oo, la variable aléatoire - 3"  (X;)* converge avec probabilité 1 vers une constante.

Quelle est la valeur de cette constante ?

2. Lorsque n tend vers +o0o, la variable aléatoire % Yo, Iix,>1) converge avec probabilité 1 vers une constante.
Quelle est la valeur de cette constante ?

> Exercice 45. Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans {0, ..., 100}. On répete une expérience n fois dans
les mémes conditions de sorte d’obtenir n réalisations (Xi(w),Y1(w)),..., (Xn(w),Yn(w)) du vecteur aléatoire
Z = (X,Y). Que peut-on dire du comportement des suites suivantes lorsque n tend vers 400 ?

1 — 1 <&
(=D x @ +vi@zz)n o (=D Xi(w)Yiw))n
=1

i=1

> Exercice 46. Soit X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans {0, ..., 50}. On répeéte une expérience n fois dans
les mémes conditions de sorte d’obtenir n réalisations (Xi(w),Y1(w)),...,(Xn(w),Yn(w)) du vecteur aléatoire

Z = (X,Y) (Z1 = (X1,Y1), ..., Zn = (Xn,Ys) définit un n-échantillon de Z). On pose X,, = 13" X, et

n

Y, = %Z?:IY; et

1 — _
n:—E X; — XY — Vo).
c "2:1( )( )

Montrer que ¢, = % ioq XiYi — X.,,Y,.. En déduire que ¢, converge avec probabilité 1 vers Cov(X,Y).
Application Le tableau suivant donne la largeur et la longueur (en cm) des pétales de 20 fleurs d’une espeéce d’iris :

Largeur 14 15 15 13 15 13 16 10 13 14
Longueur 4.7 45 49 4.0 4.6 45 47 33 4.6 39
Largeur 10 15 10 14 13 14 15 10 15 1.1
Longueur 3.5 4.2 4.0 4.7 3.6 44 45 4.1 45 39

Donner une estimation de la covariance entre la longueur et la largeur des pétales de cet espece d’iris basée sur
ces données.

6 Simuler une expérience aléatoire sur ordinateur

6.1 Nombres pseudo-aléatoires

Les logiciels de calcul dispose d’un algorithme déterministe que nous appellerons rand qui fournit une liste
de nombres (uy, ), dans ]0,1[ tel que (uq,...,uy) ressemble & n nombres « tirés aléatoirement entre 0 et 1 »
pour tout n. Cette liste est obtenue par un procédé le plus souvent récursif de la forme up+1 = f(tn, ..., Un—k)
pour un certain k fixé. Un tel procédé est appelé « générateur de nombres pseudo-aléatoires ». Ce générateur
a besoin d’un vecteur (uo,...,ur) pour linitialisation de la récurrence. On appelle ce vecteur la graine

(« seed » en anglais) du générateur.

6.1.1 Loi d’un nombre tiré au hasard entre 0 et 1

Le résultat du tirage au hasard d’'un nombre entre 0 et 1 est une variable aléatoire U qui doit avoir les
propriétés suivantes :
— la valeur de U peut étre n’importe quel nombre entre 0 et 1 (ce n’est donc plus une variable aléatoire
discrete, sa loi ne peut plus étre définie par les coefficients P(U = z) pour z € [0, 1]),
— la chance que U soit compris entre deux nombres 0 < a < b < 1 doit étre égale & b — a : pour tout
0<a<b<1,Pla<U<b)=b—a.

En particulier,

— P(U =z) =0 pour tout = € [0,1];

— La fonction de répartition de U, F : t — P(U < t),
est définie par :

0 sit<0
Fity={ t sitelo.1]
T osit>1 Graphe de F sur 'intervalle [—0.5, 1.5]

On dit que U suit la loi uniforme sur lintervalle [0, 1].

Comme P(a < U < b) peut aussi s’écrire comme f: f(z)dx avec f lindicatrice de Pintervalle [0, 1] c’est-a-
. [ 1 sizel0,1]

dire - f(#) =90 siwg01]

On dit que la loi de U admet pour densité la fonction f = 1o 1.
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Proposition 18 La loi uniforme sur[0,1] est “la limite” de la loi uniforme sur Uensemble I, = {%, 2, =1 1}

n?

lorsque n tend vers +o0o au sens ot la fonction de répartition de la loi uniforme sur I, converge en tout

point vers F.

Preuve. Pour tout entier n, considérons la loi uniforme sur I’ensemble I,,. Sa fonction de répartition est la fonction
F,, définie par :

0 sit< % _
Fot)y=9 £ sit<t<®pourie{l,...,n—1}
1 sit>1
Graphe de Fo sur lintervalle [—0.5, 1.5] Graphe de Fgp sur intervalle [—0.5, 1.5]

Lorsque n tend vers Uinfini, F),(t) tend vers F(¢) en tout point ¢ : en effet, les deux fonctions coincident déja en tout
point ¢ €]0, 1[. Si t €]0,1[ alors t — L < F,,(t) <t et donc |F(t) — F(t)] < + tend vers 0 lorsque n tend vers +oco. [J

6.1.2 Hypotheses

Nous supposerons que nous disposons d’une fonction rand idéale c’est-a-dire qui vérifie les deux propriétés
suivantes :

(i) un appel a la fonction rand donne une réalisation d’une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

(ii) les appels successifs & la fonction rand fournissent une réalisation d’une suite de variables aléatoires

indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].

6.2 Simulation d’une variable aléatoire discrete

Pour simuler une expérience aléatoire sur ordinateur, il faut étre capable de générer des réalisations d’une
variable aléatoire. Par exemple, simuler le lancer d’'un dé, revient a générer une réalisation d’une variable
aléatoire de loi uniforme sur {1,...,6}.

On peut, & partir d’une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1], construire des variables aléatoires
discretes de n’importe quelle loi (et méme n’importe quelle variable aléatoire réelle). Il suffit pour cela
d’appliquer a U une transformation f bien choisie.

» Exemple 34. Soit p €]0,1[. Si U suit la loi uniforme sur [0, 1] alors la variable aléatoire Y = 1{x <, suit la loi de
Bernoulli B(p).

» Exemple 35. Si U suit la loi uniforme sur [0, 1] alors Y =Ent(6U)+1 est une variable aléatoire de loi uniforme

sur {1,...,6} (Ent(a) désigne le plus grand entier inférieur ou égal & a).
De facon générale, on peut construire une variable Aloorii 1 — <
aléatoire X qui prend un nombre fini ou dénombrable . glc_)rlt_ med 0 € Slntl)lll a llc'mt ) 1;1e
de valeurs z1,...,x, avec probabilité respectivement realisation de la variable aleatowre A :
P1,...,Pn €N posant : U= rand
11
X1 si0<U<py q—m
ro  sip; <U < p1+p2 Tant que u > ¢
X e i—i+1
)z osipi4 . pici <USpi4..o+pi _quiji
FinTantque
Tn Sipi+...dp1<U<L1 X — i

Eneffet, P(X; =21) =PU <p1)=pret P(X =x;)) =Pp1+...+pic1 <U<p1+...+pi) =pi
pour tout ¢ € {2,...,n}.
N.B.Pour une variable aléatoire réelle quelconque X, on a le résultat suivant :

Soit F la fonction de répartition de X, notons F'~! la pseudo-inverse de F (appelée aussi fonction
quantile) : F~1(z) = inf{t, F(t) > 2} pour tout = €]0, 1].

Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] alors F~1(U) a méme loi que X .
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> Exercice 47. On considére une variable aléatoire U de loi uniforme sur l'intervalle [0, 1]. Déterminer la loi de la
variable aléatoire X = —5+ 211p<o.257 — 2l{y>o.723 -
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Troisieme partie

Introduction aux chaines de Markov

Lorsque deux systemes identiques a un instant donné peuvent avoir des comportements différents dans
le futur, on est amené & introduire une suite de variables aléatoires (X;); pour décrire leurs évolutions : X
servant a définir I’état du systeme étudié a l'instant ¢. Si le systéme étudié est une population, ’état du
systeme a un instant donné peut étre décrit simplement par un nombre lorsqu’on s’intéresse uniquement a
la taille de cette population, ou par un ensemble de nombres tels que I'ensemble des positions de chaque
individu lorsqu’on s’intéresse a la répartition spatiale de la population.

On va ici se limiter a des systemes dont ’état peut étre décrit par une variable aléatoire ou un vecteur
aléatoire discret.

En général I’évolution futur d’un systeme dépendant au moins de son état présent, les variables aléatoires
décrivant I’état du systeme a chaque instant ne pourront pas étre considérées comme indépendantes. On va
s'intéresser aux situations ou I’évolution future d’un systeme ne dépend du passé qu’au travers de son état
présent et pour simplifier on n’étudiera pas 1’évolution du systéeme en temps continu, mais son évolution en une
suite infinie d’instants 0 = tg < t1 < ... < t, < .... On travaillera donc avec une suite de variables aléatoires
discretes (X, )nen, chaque variable aléatoire étant & valeurs dans un ensemble fini ou infini dénombrable noté

X que lon identifiera a {1,..., N} si X est composé de N éléments et & N* si X est infini.
7 Généralités

Soit Xg, X1,...,X,,... une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité
(Q, A, P) et a valeurs dans X.

7.1 Définitions et exemples

Définition. La suite (X, ),en est une chaine de Markov si pour tout n € N et pour tout (i1, ...,9,11) € X"
tel que P(Xn = in;Xn—l = in—la . 7)(0 = ’LQ) > 07

P(Xn-i-l = in+1|Xn =ln, Xn-1=1Ipn-1,--.,X0 = ZO)

ne dépend que des valeurs de n, i, et i,,41. L’ensemble X est appelé l’espace des états de la chaine de Markov
(Xo)n-

Proposition 19 Soit (X,,)nen une chaine de Markov d’espace d’états X.
Pour tout n € N et pour tout (ig,...,int1) € X" tel que P(X,, = ip, Xp—1 = in_1,...,X0 =10) >0, on a

P(Xng1 = ins1|Xn = in, Xn-1 = tn-1,...,Xo = i0) = P(Xnt1 = inp1]|Xn = in).

Preuve. Soit n € N, i et j deux états possibles. Posons Z = (Xo,...,Xn—1) le vecteur décrivant les positions
successives du systéme jusqu’a linstant n — 1 (Z est & valeurs dans X'™). Par définition, pour tout état h € X™,
P(Xyt+1 = j|Xn =i,Z = h) ne dépend que de n, i et j. Notons cette probabilité conditionnelle Q (%, 7). Montrons
que P(Xnp1 = j|Xn = 1) = Qn(i, ).

P(Xni1 =, Xn =i P(Xns1 = j, Xn =i, Z =
P(Xns1 = 51X = i) (Xn+1 =13 Z)ZZ (Xnt1 =7 i h)

P(X, =) P P(X, = 1)
_ Qn(t,j)P(Xn =1,Z =h)
- heZX” P(Xn = Z)
= Qn(lm])

d

N.B.Dire qu'une suite (X,,), est une chaine de Markov signifie que pour tout n € N, X,, 11 est indépendant
du vecteur aléatoire (Xo, ..., X, _1) conditionnellement & la variable aléatoire X,,.

Les états successifs d’un systeme peuvent donc étre décrits par une chaine de Markov si la connaissance de
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I’état du systeme a 'instant présent apporte autant d’information sur le futur que la connaissance de tout

le passé. Les chaines de Markov sont des processus sans mémoire.

» Exemple 36. (Fortune d’un joueur) On considére un joueur qui dispose initialement de s euros (s € N). 1II joue &
un jeu de hasard, dont enjeu & chaque partie est de 1 euro, jusqu’a ce qu’il soit en possession de m euros (m € N
tel que m > s) ou jusqu’a ce qu’il ait dépensé tout son argent. On suppose qu’a chaque partie, il a une probabilité
p de gagner et (1 — p) de perdre et ceci indépendamment des résultats des autres parties (p €]0,1[). La fortune
du joueur apres la n-iéme partie est décrite par une variable aléatoire notée X, . La suite (X ), est une chaine de
Markov.

» Exemple 37. On considére une population constituée de cellules de type A et de cellules de type B. Entre deux
instants successifs t,, et t,+1 = t, + At, on suppose qu’exactement une cellule choisie au hasard dans la population
se divise donnant deux cellules-filles identiques a la cellule-mere. Le nombre de cellules de type A dans la population
a linstant ¢, est une variable aléatoire X, pour tout n et la suite (X, ) ainsi définie est une chaine de Markov.

» Exemple 38. (Autofécondation) On dispose d’une plante que I’on croise avec elle-méme (génération 0). On choisit
une plante au hasard parmi les plantes obtenues par cette autofécondation (génération 1). On répete le processus.
On s’intéresse & un gene qui a deux alleles notées A et a. On note X,, le génotype pour ce géne de la plante choisie
parmi les plantes de la génération n.

Alors (Xn)n définit une chaine de Markov & trois états AA, Aa et aa.

Définition. Soit (X,,)nen une chaine de Markov & valeurs dans X.
La chaine de Markov est dite homogéne si pour tout (i,7) € X2 et tout n € N, la probabilité de passer a

I’état j a l'instant n + 1 sachant qu’on était a I’état 7 a I'instant n ne dépend pas de n :
P(Xp41 =jlX, =1) = Q(4,7) pour tout n € N.
Les nombres Q(i,7), (i,j) € X? s’appellent les probabilités de transition de la chaine de Markov.

N.B.Lorsque X = {1,..., N}, la matrice de transition @) est représentée par un tableau & N lignes et NV

colonnes appelée matrice de transition de la chaine de Markov (X,,)y, :

O
I

Que X soit un ensemble fini ou dénombrable, on appellera Q = (Q(7,7)) i j)ex? la matrice de transition de
la chaine de Markov homogene (X, ),,.
N.B.La loi de X est appelée la loi initiale de la chaine de Markov. On ’écrira

70 =(P(Xo=1),P(Xo=2),...,P(Xo=N—1),P(Xo=N))si X ={1,...,N}.

Comme la i-ieme ligne de la matrice de transition d’une chaine de Markov homogene (X, ), définit la loi

conditionnelle de X, sachant que {X,—1 =i}, on a la propriété suivante :

Propriété 20 Soit (X,,)nen une chaine de Markov homogéne a valeurs dans X de matrice de transition Q.

La matrice Q est une matrice stochastique, c¢’est-a-dire : pour tout i,j € X, Q(i,7) > 0 et pour tout i € X,
ng){ Q(Z,j) =1L

» Exemple 39. Dans les exemples 36 et 38, les chaines de Markov (X, ), sont homogenes. Par contre, dans 'exemple
37, la suite (X5 )n est une chaine de Markov non homogene.

7.2 Graphe associé a une matrice de transition

Pour visualiser I’évolution d’une chaine de Markov homogene, il est souvent utile de représenter la matrice
de transition @) de la chaine de Markov par un graphe orienté : les noeuds du graphe sont les états possibles
pour la chaine de Markov, une fleche allant de 1’état ¢ a I’état j indique qu’il y a une probabilité strictement
positive que le prochain état de la chaine soit ’état j si elle est actuellement dans I’état i. On met le poids
Q(i,7) & la fléche allant de I’état ¢ a Iétat j.
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» Exemple 40. Lorsque m = 5, le graphe décrivant I’évolution de la fortune du joueur dans 'exemple 36 est :

P P P P
1O )= ©) = ©) =i O man O D1
1-p 1-p 1-p 1-p

> Exercice 48. Dans I'exemple 38, déterminer la matrice de transition et dessiner le graphe associé a cette matrice
de transition.

Définition. Une suite d’états (z1, 2, ..., 2y, ) définit un chemin de longueur m allant de x1 & x,, dans le

graphe associé a la chalne de Markov homogene si et seulement si

Q(z1,22)Q(x3,24) .. Q(Xy—1, Tm) > 0.

Grace au graphe associé a @, on peut voir la suite (X,,),, comme marquant les positions successives d’un
pion que l'on déplace sur les noeuds du graphe : si le pion est sur le noeud ¢, on choisit de le déplacer au
noeud j avec probabilité Q(4, j) et ceci indépendamment de la trajectoire passée.

On peut directement lire sur le graphe la probabilité que le pion emprunte un chemin fixé :
Proposition 21 Soit ig,...,i, € X. Pour tout k € N.

P(Xntk =tn, -y Xpy1 = 01| X = i0) = Q(io, 1) Q(i1,12)Q(i2,3) - - - Q(in—1,n)
Preuve. Posons A; = {Xj; = i;} pour tout j € {0,...,n}. On a:

P(An n... ﬂA1|A0) = P(An|An71 n... ﬂAo)P(An71|An72 n... ﬂAo) .. P(A1|A0)

Comme (X,,)n est une chaine de Markov homogene de matrice de transition @, P(A;|A;_1N...NAg) = Q(ij—1,%5)
pour tout j € {1,...,n}, ce qui permet de conclure. O

7.3 Caractérisations d’une chaine de Markov homogeéne

Proposition 22 La suite (X, )nen est une chaine de Markov homogéne si et seulement si il existe une

matrice QQ ayant la propriété suivante : pour tout n € N et pour tout ig,...,in € X,

P(Xp =tn, Xn1 =tn-1,...,X0 =10) = P(Xo = i0)Q(i0, i1)...Qin—1,7n)-
Dans ce cas, Q est la matrice de transition de la chaine de Markov homogéne (X,)nen.
Preuve.

— Supposons que (X, ), soit une chaine de Markov homogene. Notons @ sa matrice de transition.
D’apres la proposition 21 avec k = 0,

P(anln, Xn_lzin_l,...,XQZio) = P(anln, Xn_12in_1,...,X1 :7,1|X0:7,0)P(X0:’Lo)
= P(Xo =10)Q(i0, 1) ... Qin-1,0n).
— Réciproquement, supposons que pour tout n € N et pour tout io,...,i, € X,

P(Xn = in, Xn—l = in—ly .. .7X0 = ’Lo) = P(XO = io)Q(io, 7,1) . Q(ln—lﬂzn)
Pour tout n € N et pour tout ig,...,in+1 € X tels que P(Xn = in, Xn—1 = in-1,...,X0 =10) > 0,

P(Xpi1 = ing1, Xn =in,...,Xo=1i0)
P(Xp =in, Xn1=1in1,..., X0 =1i0)

P(Xn+1 Iin+1|Xn :in,..A,Xo :Zo): :Q(in7in+1)7

ce qui montre que (Xn)n est une chaine de Markov homogene de matrice de transition Q.
O

Proposition 23 Soit X et YV deux ensembles finis ou dénombrables. Soit (Yy,), une suite de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi, a valeurs dans l’ensemble ).
Soit f une fonction définie sur X x Y a valeurs dans X.
On définit une suite de variables aléatoires (X, )nen @ valeurs dans X par :
- X est une variable aléatoire indépendante de la suite (Y, )nen+ (¢’est-a-dire que pour tout n, Xo,Y1,...,Y,

sont des variables aléatoires indépendantes).
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- Xont1 = f(Xn,Ynt1) pour tout n € N

Alors, (Xp)nen est une chaine de Markov homogéne.

Preuve. Soit n € N et i9,...,int1 € X.
P(Xn =tn,...,Xo=10) = Plin = f(in-1,Yn),...,11 = f(io, Y1), Xo = 40).

Comme X, Y1,...,Y, sont des variables aléatoires indépendantes et comme les variables aléatoires Yi,...,Y, ont
méme loi, P(X,, = in,..., X0 = i0) = P(in = f(in-1,Y1)) - P(ix = f(io,Y1))P(Xo = 40). Donc, d’apres la
proposition précédente, (Xn)n est une chaine de Markov homogene de matrice de transition @ définie par Q(i,j) =
P(j = f(i,Y1)) pour tout 4,j € X. O

» Exemple 41. Dans 'exemple 36, la fortune du joueur X,, apres la n-iéme partie, vérifie la relation de récurrence :
Xn = Xn-1+Unlix,cq1,...m—1}} out U, désigne la variable aléatoire qui vaut 1 si le joueur gagne la n-ieme partie
et qui vaut —1 si le joueur perd la n-iéme partie. Comme le joueur joue & un jeu de hasard, la suite (Uy) est une
suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi : P(U, = 1) = p =1 — P(U, = —1) et cette suite est
indépendante de Xo.

7.4 Simulation des premiers états d’une chaine de Markov homogene

Souvent la description de I’évolution d’un systeme qui pourra étre modélisée par une chaine de Mar-
kov homogene permet de trouver une relation de récurrence comme celle donnée dans la proposition 23 :
Xnt1 = f(Xn,Y,q1) avee (Y),), une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi qui est
indépendante de Xj.

On dispose alors d’une méthode simple pour simuler les états successifs de ce systeme.

Algorithme de simulation d’une réalisation de (Xy,...,X,) :
Simuler une réalisation xg de Xy suivant la loi initiale de la chaine de Markov.
Pour ¢ allant de 1 a n :
Simuler une réalisation y; d’une v.a. de méme loi que Y;;
x — f(Tic1,9i) 3
FinDeLaBoucle

Retourner le vecteur (xo,...,Zn).

Lorsque 'on cherche & simuler les premiers états d’une chaine de Markov homogene (X,,) d’espace d’états
finis X = {1,..., N} décrite uniquement par sa loi initiale et sa matrice de transition @) on peut utiliser

I’algorithme suivant qui repose sur la proposition 22 :

Algorithme de simulation d’une réalisation de (X,...,X,,) si (X,), est une chaine de Markov
homogeéne de matrice de transition @ :

Simuler une réalisation xy de Xy suivant la loi initiale de la chaine de Markov;

Pour k£ allant de 1 & n :

Simuler une réalisation x; d’une v.a. dont la loi est égale & la loi conditionnelle

de X sachant que X, 1 =x;_1 (cette loi X décrite est décrite par le vecteur ligne
(Q(xk—hl)a"'7Q<$k—15N))'

FinDeLaBoucle

Retourner le vecteur (xg,...,Z,).

N.B.Rappelons que pour tout k£ € X, la loi conditionnelle de X; sachant que X;_; = k est une loi sur X
dont les coefficients sont décrits par la k-ieme ligne de la matrice de transition @ :

Q(k,0) = P(X; =0 X;—1 = k).
Avec le logiciel R, une réalisation d’une variable aléatoire Z & valeurs dans X = {1,..., N} peut étre simulée
en utilisant la fonction sample( x = 1 :N, size=1,replace = TRUE, prob = p ) ou p désigne un vecteur
de taille N tel que p[il= P(Z = i) pour tout i € X.
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7.5 Exemples de chaines de Markov

> Exercice 49. On constitue une séquence de lettres prises dans 'alphabet fini A = {a,c, g,t} en tirant au hasard
chaque lettre parmi 4. On définit une suite de variables aléatoires (X, ), en posant : Xo = 0, et pour n € N*|
— X, =0 si la n-ieme lettre de la séquence n’est pas la lettre a.
— X, = k si la n-iéme lettre de la séquence est a et si elle constitue la k-iéme occurence d’une suite successive de
a, pour k € N*.

1. Quelles sont les valeurs de X1, X> et X3 si les 3 premieres lettres tirées sont dans 'ordre a, a, ¢?
2. Pour tout entier n, exprimer X, 11 en fonction de X, et de la (n + 1)-iéme lettre tirée.

3. Expliquer comment faire pour simuler Xi,..., X,.
4

. Montrer que (X, ). constitue une chaine de Markov homogene sur N. Déterminer sa matrice de transition et
dessiner le graphe associé.

> Exercice 50. Un patient qui arrive dans un cabinet médical est dirigé vers une salle d’attente. S’il y a déja 3
personnes qui attendent, le patient découragé repart. Un médecin est présent en permanence dans ce cabinet. Il
vient toutes les 20 mn dans la salle d’attente pour voir s’il y a des patients en attente. Si c’est le cas, il prend
en consultation I'un des patients, sinon il revient 20 mn plus tard. On supposera qu’une consultation ne dure pas
plus de 20 mn. On discrétise le temps en intervalles de temps (tn, tn+1) de durée 20 mn. On modélise le nombre de
personnes qui arrivent & ce cabinet médical pendant les intervalles de temps successifs (to,t1), (t1,t2), (t2,t3),...
par des variables aléatoires indépendantes et de méme loi A1, Az, As,.... La loi de ces variables aléatoires est
décrite par le tableau ci-dessous :

i 0] 1] 2] 3
P(A =4 | 0104|0302

On note X le nombre de personnes dans la salle d’attente a I'instant to et pour n € N*, on note X,, le nombre de
personnes qui sont dans la salle d’attente lorsque le médecin arrive a l'instant ¢,, dans la salle d’attente.

1. Si au moment ou le medecin arrive dans la salle d’attente il y a deux personnes dans la salle d’attente, quelle
est la probabilité pour qu’il y en ait trois lorsqu’il revient 20 mn plus tard ?

2. Exprimer X, 11 en fonction de X,, et de A,41.
3. Montrer que (X, )n est une chaine de Markov homogeéne et déterminer sa matrice de transition.

> Exercice 51. On croise deux souris, puis on choisit au hasard deux souris de sexes opposés dans leurs descendants
directs. On croise alors les souris sélectionnées, puis on recommence. On s’intéresse a un gene qui peut s’exprimer
sous deux formes A et a. Il y a alors 6 génotypes pour le couple de souris sélectionné a la n-iéeme génération
Eh1=AA X AA, B = AA X Aa, Es = Aa X Aa, B4 = Aa X aa, Es = aa X aa et Bg = AA X aa.

1. Expliquer comment simuler la suite des génotypes des couples de souris sélectionnés.
2. Montrer que la suite des génotypes des couples de souris sélectionnés constitue une chaine de Markov.

3. Déterminer sa matrice de transition.

> Exercice 52. Modéle simple pour une séquence d’ADN dont le premier nucléotide est a : pour tout n > 1, on note
X, la n-iéme base composant une séquence d’ADN en partant d’une de ses extrémités. On suppose que (X, ) est
une chaine de Markov homogene d’espace d’états A = {a,c, g,t} et d’état initial a (on identifiera a a 'état 1, ¢ &
Détat 2, g & état 3 et ¢ a 1’état 4). On note @ sa matrice de transition.

1. Exprimer a 'aide de la matrice @, la probabilité que la séquence commence par le motif aacg.
2. Montrer que la 4-iéme base est indépendante de la seconde sachant que la 3-iéme base est a.

3. Expliquer comment simuler les n premieres bases d’une séquence pour ce modele.

> Exercice 53.

Une fourmi se déplace le long des arétes du dessin ci- 4 3

contre de la fagon suivante : arrivée a un sommet, elle
choisit au hasard une aréte partant de ce sommet et la
parcourt jusqu’a atteindre un autre sommet. 1 2

Montrer que la suite des sommets visités par la fourmi est une chaine de Markov homogene et donner la matrice
de transition de cette chaine.
On observe a un instant donné, que la fourmi se trouve au sommet 4. Quelle est la probabilité pour que la fourmi
se retrouve au sommet 4 apres avoir parcouru 3 aretes ?

> Exercice 54. [ 1 [2[3]4[5[6]7][8]9]
Le tableau d’un jeu de l'oie simple est constitué de 9 cases numérotées de 1 & 9. La case 1 est la case de départ et
la case 9 est la case d’arrivée. Pour faire avancer le pion, on lance un dé a 6 faces numérotés de 1 a 6 et on avance
le pion d’un nombre de cases égal au nombre obtenu avec le dé. Le jeu s’arréte lorsque le pion tombe exactement
sur la case 9. Sinon le pion recule.

Par exemple, si le pion se trouve sur la case 8 et si le dé tombe sur 3, le pion va a la case 7. Si au coup suivant, le
dé tombe sur 1, le pion retourne sur la case 8. On supposera que lorsque le jeu s’arréte, les positions suivantes du
pion sont toujours 9.
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1. Montrer que les positions successives du pion définissent une chaine de Markov homogene sur les entiers de
1 & 9. Donner la matrice de transition de cette chaine de Markov.
Indication : pour chaque position i possible du pion et pour chaque nombre k obtenu en langant le dé,
déterminer la prochaine position f(i, k) du pion. Les résultats obtenus pourront étre écrits sous forme d’un
tableau.

2. Dans le véritable jeu de 'oie, toutes les cases ne sont pas identiques. On modifie le plateau du jeu en supposant
que la case 7 est une case ”oubliette”, ce qui signifie que si le pion tombe sur cette case, il y reste indéfiniment.
Déterminer la matrice de transition de la chaine de Markov qui décrit les positions successsives du pion sur
ce nouveau plateau.

3. Une autre variante : on modifie le plateau initial en supposant que sur la case 4, il est écrit “attendre deux
tours”. Les positions successives du pion sur le plateau ne constitue plus une chaine de Markov. Expliquez
pourquoi.

Montrer que 'on peut tout de méme décrire le mouvement du pion dans ce nouveau jeu par une chaine de
Markov homogene en ajoutant deux cases fictives au plateau.

> Exercice 55. (Chaine d’Ehrenfest) On modélise le mouvement de m > 2 molécules entre deux compartiments
notés A et B de la facon suivante : on discrétise le temps en intervalles de méme durée notée At¢. On suppose que
pendant un intervalle de temps At, une molécule tirée au hasard change de compartiment. On note X,, le nombre
de molécules dans le premier compartiment a I'instant nAt.
Montrer que (Xy,) est une chaine de Markov homogene dont on donnera la matrice de transition @ et le graphe
associé.

> Exercice 56. On consideére un systeme capable de reconnaitre les lettres d’une séquence formée a partir des lettres
a, c, g, tetcapable de donner les positions du motif aac dans la séquence.
Description du fonctionnement du systéme : le systéme peut étre dans quatre états différents numérotés de 0 a
3:
— le systeme est dans I’état 3 si les trois dernieres lettres qu’il a lues forment le motif aac,
— le systeme est dans I’état 2 si les deux dernieres lettres qu’il a lues forment le motif aa,
— le systeme est dans 1’état 1 si la derniére lettre qu’il a lue est a et si 'avant-derniére lettre lue n’est pas a,
— dans les situations autres que les trois situations précédentes, le systeme est dans I’état 0.
On fait lire au systéme une séquence de lettres que 1’on constitue en tirant les lettres indépendamment les unes
des autres, de sorte que :
— la lettre a est tirée avec probabilité %7
— les lettres c et t sont tirées avec probabilité % chacune,
— la lettre g est tirée avec probabilité %.
L’état du systeme apres la lecture de la n-ieme lettre est une variable aléatoire que 'on note X, (par hypothese
Xo =0).

1. Montrer que la suite (X, ), définit une chaine de Markov homogene. Déterminer sa matrice de transition.

2. Représenter le graphe associé & la matrice de transition de (X, )n.
> Exercice 57. Le modeéle simple de Wright-Fisher décrit I’évolution de la fréquence des alleles A et a d’'un méme

gene dans une population de taille fixe. Ce modele suppose que les croisements se forment au hasard relativement

a ce geéne (hypothese de panmixie) qu’il n’y a ni mutation, ni effet de la sélection.

Hypotheéses :

— on suppose que la taille de la population est constante égale & N & chaque génération (les individus de la
génération k sont par définition, les descendants directs d’un croisement de deux individus de la génération
k —1). Les genes des individus d’une génération constituent un ensemble de 2N geénes.

— Pour constituer ’ensemble des genes des individus de la génération k + 1, on tire au hasard chaque gene parmi
les génes des individus de la génération k (tirage avec remise).

Pour tout k € N, on note X}, le nombre d’alleles A dans I’ensemble des genes des individus de la k-ieme génération.

Montrer que la suite (X%)r est une chaine de Markov homogene et déterminer sa matrice de transition Q.

8 Loi de la chaine a un instant donné

Dans toute la suite du cours, (X, )nen désigne une chaine de Markov homogene de matrice de transition Q
et d’espace d’états X, fini ou dénombrable. D’apres la proposition 22, la loi d’une chaine de Markov homogene
est entierement déterminée par la donnée de la loi de X et de sa matrice de transition (). On peut déduire de
cette proposition plusieurs formules simples permettant le calcul des probabilités de transition en m étapes
et le calcul de la loi de X,.

Proposition 24 (Probabilités de transition en m étapes)
Soit i,j € X deux états et n,m € N avec m > 1. Notons H,_1 un événement ne dépendant que des
valeurs de Xo, ..., X,—1 et tel que P({X,, =i} N H,_1) > 0. La probabilité P(X,1m = j{Xn=1i}NH,_1)
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ne dépend que de m, i et j. Notons-la p(m)(i,j). FElle peut s’obtenir par récurrence :

pM (i, 5) = Qi) et pour tout m € N*, p™ (i, 5) ZQ i, O)p™mY (L, ). (3)
tex

N.B.La probabilité que la chaine de Markov passe de 1'état i & j en m coups est égale a p("™(i,j). La
proposition dit simplement que cette probabilité est égale a la probabilité de passer de ¢ a un certain état ¢

en un coup, puis d’aller de I’état ¢ a I’état j en m — 1 coups.

Si I’ensemble des états X est fini, la formule (3) dit que p("™ (i, j) est le coefficient (i,5) du produit matri-
cielle de @ par la matrice p(™=1) = (p(m= (i, 5))(; yex2. La formule (3) a toujours un sens lorsque X est
dénombrable ce qui permet d’étendre la multiplication a des matrices a coefficients positifs ayant un nombre
infini de lignes et de colonnes. Donc, en utilisant les notations matricielles, on en déduit que p(m)(i7 j) est le

coefficient (7, j) de la matrice Q™ et en particulier :

Corollaire 25 Soit m € N* et n € N.
Pour tout 1,5 € X, P(Xp4m = j | Xn = 1) est le coefficient (i,7) de la matrice Q™.

Preuve de la proposition 24. Le fait que P(Xpntm = j{Xn = i} N Hp—1) ne dépend que de i, j et m peut se
montrer par récurrence sur m.
— Pour m = 1, la propriété est une conséquence directe de la définition d’'une chaine de Markov homogene ; en
effet, Hn,—1 est un événement de la forme “(Xpn—1,...,X0) € A” et

P(Xn+1 :]|Xn =1, (Xn_hA ..,Xo) S A) =
P(Xn =i, Xn-1 = bur, ..., Xo = £o)
P(Xo =i, (Xn_1,.... Xo) € A)

= Q(Z7.])

P(Xpi1=74|Xn =0, Xn_1=Ln_1,..., X0 =1Lo)
(Lp—1,---sL0)EA

— Soit m > 2. Supposons que le résultat soit vrai pour m — 1, c’est-a-dire que pour tout n, i € X, j € X et pour
tout événement H,_1 ne dépendant que de (Xo,...,Xn-1), P(Xntm-1 = j|[{Xn =i} N Hp—1) ne dépend ni
de n, ni de H,—1. On note cette probabilité p(mfl) (4,7). Soit n € N*. En décomposant par rapport a la valeur
de X,,4+1 on obtient :

P(Xntm = j{Xn =i} N Hoo1) = Y P(Xnam = jH{Xns1 =k} N Ga) P(Xog1 = k{Xn = i} N Hooa)
kex

avec G, = {X, =i} N Hp—1. Comme G, est un événement ne dépendant que de Xo, ..., X,, Phypothése de
récurrence implique que P(Xpim = j{Xnt1 =k} NGr) = p™ Y (k, 7).
D’autre part, P(Xn+1 = k{Xn =i} N Hn_1) = Q(4, k). Donc, P(Xnim = j{Xn =4} N Hn—1) ne dépend que
de i, de j et de m, ce qui termine la preuve par récurrence.
Remarquons enfin que si on note p™(k, ) la valeur de P(Xnim = j|[{Xn+1 = k} N G,) on a aussi obtenu dans la
preuve Dégalité suivante : p(™ (i, j) = Y orex QUL Kk)p =1 (k. ). O

On peut déduire de la proposition 24 une facon simple de calculer la loi de X,, puisque

Xn=17) ZP Xn=7|Xo=1)P(Xo=1)

1eX

Corollaire 26 (Loi de X,,) On identifie ici l’espace des états X a U'ensemble {1,2,...,N}. Pour n € N,

notons m, le vecteur ligne donnant la loi de X,

— Pour tout n € N, m,, = mpQ™.

— Les lois de X1, Xo, ..., Xy, ... peuvent s’obtenir de facon récursive .'
pour tout k € N, et j € {1,... N}, mry1(J Zﬂk

ce qui s’écrit matriciellement, w1 = Q.
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> Exercice 58. Considérons un systéme qui peut se trouver dans 3 états différents notés 1,2,3 a chaque unité de
temps. Supposons que l'on puisse décrire ’évolution de 1’état du systeme par une chaine de Markov homogene

05 02 0.3
(Xn)n>0 de matrice de transition @ = | 0.1 0.8 0.1 ], X, décrivant 'état du systéme & l'instant n. On ne
06 0 04

connait pas ’état du systéme a l'instant 0 mais on sait qu’il a une chance sur 2 de s’étre trouvé dans ’état 1 a
Iinstant 0 et une chance sur 2 de s’étre trouvé dans 1’état 2.

Quelle est la loi de X3 7 A l'instant 1, on a observé que le systeéme se trouvait dans I’état 2. Quelle est la probabilité
qu’il se trouve dans I’état 3 a l'instant 47

Solution. Notons 7y, le vecteur contenant les coefficients de la loi de X, : 1 = (P(X, = 1), P(X) = 2), P(X = 3)).
D’apres 1'énoncé, la loi initiale est mo = (1/2,1/2,0).
1. D’aprés le corollaire 26, 73 = m0Q* = (0.338, 0.432, 0.23).
2. On demande de déterminer P(X4 = 3|X; = 2). D’apreés le corollaire 25, P(Xa = 3|X1 = 2) = [Q®%](2,3) =
0.183.

> Exercice 59. (suite de I'exercice 36, page 31) Donner une formule permettant de calculer la loi de X,, en fonction
des coefficients de la loi de X,,—1 lorsque la fortune qu’il cherche a atteindre est m > 4. On suppose que la fortune
intiale du joueur est de 1 euro. Utiliser cette formule pour déterminer la loi de la fortune du joueur apres la
premiere partie, la deuxieme partie, puis la troisieme partie. Quelle est la probabilité qu’il joue au plus 4 parties ?
Solution. D’apres 1’énoncé,
- X, =Xu-181 Xpm1 =0o0u X,,—1 =m;
- Xpn=Xn-1—1si1< X1 <m—1 et sile joueur perd la n-eme partie.
- Xn=Xn-1+1si1< X1 <m et sile joueur gagne la n-eme partie.
Soit k€ {1,...,m —1}.

PXn=k) = PXn=ketXn1=k—-1)+PXn=ketXn_1=k+1)
= PXn=klXn-1=k—1)P(Xn-1=k—1)4+P(Xn =kl Xn-1=k+1)P(Xn_1 =k + 1) avec

— P(Xp=k|Xn1=k—1)=psik>2et P(Xp =k|Xn1=k—1)=0sik=1;

- P(Xn=klXn-1=k+1)=1—-psik<m—2et P(X, =k|Xn-1=k+1)=0sik=m—1.

De méme,

P(X,=0)=P(X,=0et Xpo1=0)+P(Xp=0¢t Xp1=1)= P(Xn-1=0)+ (1 —p)P(Xpn_1=1).
PXp,=m)=PX,=met X1 =m)+ P(Xp,=met X,-1 =m—1)=P(Xp—1=m)+pP(Xn_1=m—1).
Notons u, (k) = P(X, = k) pour tout k € {0,...,m}. Laloi de X,, est décrite par le vecteur u, = (u,(0),...,un(m)).
On a obtenu :

un (0) = tn-1(0) + (1 = pun—1(1)

un (1) = (1 =pun-1(2)

un (k) =pun—1(k—1)+ 1 —plun—1(k+1)sike{2,...,m—2}
un(m —1) = pup—1(m — 2)

Un (M) = pun—1(m —1) + upn—1(m)

Pour s = 1, on obtient : up = (0,1,0,...,0), us = (1 —p,0,p,0,...,0), uz = (1 —p,p(1 — p),0,p,0,...,0) et
Uz = (1 _p+p(1 _p)2707 2p2(1 _p)aoap3707 te 70)

Le joueur s’arréte de jouer s’il n’a plus d’euro ou s’il a m euros. Comme par convention, X,, = X1 si X1 =0
ou m, la probabilité qu’il joue au plus 4 parties est égale & a = P(X4 = 0) + P(X4 = m). Si m > 4 alors
a=1—-p+p(l—p)Petsim=4alorsa=1—p+p(l—p)?+p

> Exercice 60. Une source émet une suite de bits 0 et 1. On suppose que la loi du premier bit émis est donnée par

. 0 1 . . . . .
le tableau suivant : 11720 | 9/20 On suppose que les chiffres sucessivement émis constituent une chaine de
3 2
Markov homogene dont la matrice de transition est : <151 g ) Quelle est la probabilité que le premier bit 1
20 20

émis par la source soit le troisieme bit de la suite ?

> Exercice 61. (suite de l'ezercice 38, page 31 sur l'autofécodation d’une plante)
Lorsqu’on ne connait pas le génotype de la plante initiale, on peut par exemple supposer que 'on ait autant de
chance que la plante soit de type AA, Aa ou aa pour le géne étudié : cela signifie que ’on prend comme loi initiale
de la chaine de Markov (X5 ) la loi uniforme sur les 3 états de la chaine.

1. Calculer sous cette hypothese la loi de X, puis la loi de Xo.

1 0 0
2. Montrer que pour tout n € N, Q" = [ 1/2 —1/2""* 1/2™ 1/2 —1/2""!
0 0 1

3. En déduire une expression de la loi de X,, pour tout n € N. Par quelle loi peut-on approcher la loi de X,
lorsque n est grand ?

> Exercice 62. Modéle de substitution. On s’intéresse uniquement aux mutations correspondant a des substitutions
d’un nucléotide par un autre sur une base lors de la réplication d’une séquence d’ADN. On supposera qu’a chaque
réplication et sur chaque base de la séquence, une purine a une probabilité p € [0, 1] d’étre substituée en une
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pyrimidine et une pyrimidine a une probabilité ¢ € [0, 1[ d’étre substituée en une purine, ceci indépendamment des
autres bases et de ce qui s’est passé dans les réplications précédentes. On considere la suite des séquences obtenues
a partir d’'une séquence donnée par réplications successives : la n-iéme séquence désigne la séquence obtenue par
réplication de la (n — 1)-iéme séquence. A la k-iéme base de la séquence, on associe la variable aléatoire X ") qui
vaut 1 si elle est occupée par une purine et qui vaut 2 si elle est occupée par une pyrimidine.

1. Ecrire la matrice de transition de la chaine de Markov X,(Lk). On la notera T dans la suite.
2. Montrer que pour tout n € N, (p+¢)T" = (1—p—q)" <fq _qp> + (Z g)
3. Que peut-on dire de T" lorsque n tend vers +oo ?
4. Onpose a=P(Xo=1)=1—- P(Xo =2).
(a) Que peut-on dire de la loi de X, lorsque n tend vers +oo?
(b) Que peut-on dire de P(X, = Xp) lorsque n tend vers +oo ?

5. Montrer que si k # [ alors (X,(Lk)7 Xy(f))n définit une chaine de Markov homogene et déterminer sa matrice de
transition.

> Exercice 63. On considére une population de cellules toutes identiques (génération 0). Si on ne tient pas compte
de 'apparition possible de mutations, chaque cellule de cette population donne naissance a deux cellules identiques
avec probabilité p et meurt sans se diviser avec probabilité 1 —p (p € [0,1]). Les cellules issues de la division des
cellules de la génération n — 1 constituent les cellules de la génération n. On note X,, le nombre de cellules a la
génération n.

1. Montrer que la suite (X, ), >0 définit une chaine de Markov homogene dont on déterminera l’espace des états.

2. On suppose que la population & la géneration 0 est constituée d’une cellule. Déterminer la loi du nombre de
cellules a la génération 2.

3. Si on suppose maintenant que la population de cellules a la génération O est constituée de deux cellules,
quelle est la loi du nombre de cellules a la génération 27

> Exercice 64. Une séquence d’ADN peut étre vue comme une suite de lettres a, c, g, t.
On choisit de la modéliser comme une réalisation d’une chaine de Markov homogene.

Plus précisément, pour tout n > 1, on note X,, la n-iéme base composant une séquence 0.2 0.1 06 0.1
d’ADN en partant d’une de ses extrémités et on suppose que (X,) est une chaine de Q= 0.3 01 01 05
Markov homogene d’espace d’états A = { a,c,g,t} (on identifiera a & I’état 1, c & 103 02 02 03
Détat 2, g & létat 3 et t & I’état 4) de matrice de transition Q. 0.6 01 02 0.1

al|c gl t

La loi 1 N - 1 ! . :
a loi de la premieére base est décrite par le tableau suivant 0106 0104

1. Déterminer la probabilité que la séquence commence par le codon tag.

2. Déterminer la probabilité que la troisieme base soit c.

3. Déterminer la probabilité que le 4-ieme nucléotide soit un a sachant que le 2-ieme nucléotide est un a.
4

. Déterminer la probabilité que les bases 1 et 2 forment le motif ta, sachant que les bases 3 et 4 forment le
motif ca.

9 Loi invariante et comportement asymptotique de la loi de X,

Dans cette partie A désigne un ensemble ayant un nombre fini d’éléments que 'on peut identifier a
{1,...,7} avec r un entier strictement positif, ou bien un ensemble dénombrable comme N* et Z et (X,,),

désigne une chaine de Markov homogene d’espace d’états X'

9.1 Loi de probabilité invariante

Définition. Soit ) une matrice stochastique sur ensemble X = {1,...,r} avec r € N* ou r = 4o0.

On dit qu'un vecteur v = (v(1),...,v(r)) est invariant par Q si vQ = v c’est-a-dire si pour tout j € X,
v(j) = Y v(H)Q(, ).
ieX

On dit qu'un vecteur p = (u(1),. .., p(r)) définit une loi de probabilité invariante par Q si les coefficients de
1 sont positifs, leur somme est égale a 1 et si p est invariant par Q.
Si (X, )nen est une chaine de Markov homogene de matrice de transition @, une loi de probabilité invariante

par @ est aussi appelée une loi stationnaire de la chaine (Xp)nen-
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N.B.Lorsque r est fini, trouver les lois de probabilité invariantes par @ revient donc a trouver les vecteurs

(z1,...,2,) & coeflicients positifs ou nuls solution du systéme suivant formé de r + 1 équations :
€1 + x2 + ... 4+ oz = 1
7Q(1,2) + Q2 -1 + .. + 2.Q(rn2) ~ 0
x1Q(1,r) +  22Q(2,7) + ...+ oz (Q(rr)—1) = 0

N.B.Si 1 et ps sont deux lois de probabilité invariantes par @Q alors pour tout a € [0,1], apy + (1 — a)us

est encore une loi de probabilité invariante par Q).

» Exemple 42. (Chaine o deuz états) Soit (X,), une chaine de Markov homogene d’espace d’états {1,2} et de
l-p p

q 1-
{1,2} est I'unique loi de probabilité invariante par Q. Si p = ¢ = 0 alors @ est la matrice identité, toutes les lois
de probabilité sur {1, 2} sont invariantes par Q.

matrice de transition Q = < q) avec p,q € [0,1]. Si p+ g > 0, la loi de probabilité u = (=L, L) sur

p+q’ ptq

Propriété 27 Soit (X,,), est une chaine de Markov de matrice de transition Q. Supposons que la loi de X
soit invariante par Q.

Alors, pour tout n € N, la loi de X,, est égale a la loi de X.

Plus généralement, pour tout n € N et m € N, (X, ..., Xpnin) a méme loi que (Xo,...,X,) (on dit alors

que la suite (X,)n est stationnaire).

N.B.Comme P(X, 11 =) — P(X,, =2) = P(X;,41 = 2, X,, # 2) — P(X,,41 # 2z, X,, = ), dire que la loi
de la chaine de Markov ne varie pas, signifie donc que si on considere un grand nombre de systemes dont
I’évolution est décrite par cette chaine de Markov, on s’attend a ce que la proportion de systemes qui arrivent
dans I’état x entre deux instants successifs soit tres proche de la proportion de ceux qui étaient dans 1’état

x et qui le quittent.

» Exemple 43. Si le déplacement quotidien d’un vélo en location entre les différents points de préts/restitutions
de la société de location se modélise fidelement par une chaine de Markov homogene, choisir le nombre de vélos
disponibles dans les différents points de préts/restitutions proportionnellement aux coefficients d’une probabilité
invariante par la chaine de Markov assure une stabilité de la répartition des vélos au cours du temps.

» Exemple 44. Modélisation markovienne d’une séquence d’ADN de longueur K

Une séquence d’ADN peut étre vue comme une suite de lettres a, c, g et t. Modéliser une séquence d’ADN de
longueur K par une chaine de Markov homogene, consiste a considérer les K nucléotides de la séquence en partant
de Pextrémité 5’ comme une réalisation des K premiers états d’une chaine de Markov homogene (X, )n>1. Dans
les applications, on choisit en général la matrice de transition @ de (Xn),>1 comme une matrice dont tous les
coefficients sont strictement positifs et on choisit X1, le premier nucléotide de la séquence d’ADN, suivant la loi
de probabilité invariante® notée u dans la suite. Dans ce cas, on aura la méme probabilité de trouver le nucléotide
a (resp. c, g et t) sur la base 1 que sur n’importe quelle autre base. Cela est vrai aussi pour n’importe quelle suite
de nucléotides.

Regardons par exemple le motif tag. Comme on a la méme probabilité de trouver le motif tag en premiere
position® qu’a n’importe quelle autre position de la séquence, alors le nombre moyen de motifs tag dans la séquence
(X1,..., XK) est (K—2)u(t)Q(t,a)Q(a, g). Comme la probabilité que le motif tag occupe en méme temps les bases
(i,i+1,i+2) et les bases (§,7 + 1,7 + 2) est nulle pour |i — j| < 2 et vaut u(t)Q(t, a)Q(a, 9)Q%(g,1)Q(t,a)Q(a, g)
si|i —j| =2+ ¢ pour £ > 1 alors la variance du nombre de motifs tag est

(K — - 9)Q(9,1) ot prag = n(HQ(t,0)Q(a, ).

=1

2
ptg

K — 2)ptag — (K — 2)2p? i
( )Ptag — ( ) Prag + u(t

~—

> Exercice 65. (suite de l’exemple 38, page 81 sur lautofécondation d’une plante) Déterminer les lois stationnaires
de la chaine de Markov (X, ), décrivant le génotype de la plante choisie & la génération n.

> Exercice 66. Pour la chaine de Markov décrivant I’évolution de la fortune du joueur (exemple 36), montrer que
toutes les lois de probabilité de la forme suivante sont des lois de probabilité invariantes par la chaine : u =
(a,0,...,0,1—a) avec a € [0, 1].
——

m—1 fois

40n verra dans la suite du cours qu’une telle matrice de taille finie et dont tous les coefficients sont strictement positifs
admet une unique loi de probabilité invariante

50n dira qu’il y a un motif tag en positif £ si la f-ieme base est un t, la (£ 4 1)-ieme base est un a et si la (¢ + 2)-iéme base
est un g.
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> Exercice 67. Deux joueurs A et B s’affrontent & un jeu de hasard. On définit le score du joueur A de la fagon
suivant : initialement le score de A est 0. A chaque partie gagnée, son score augmente de 1. A chaque partie perdue
son score diminue de 1. On suppose que le jeu est équitable. On note X,, le score du joueur A apres la n-ieme
partie.

1. Montrer que la suite (Xn)n est une chaine de Markov homogene sur Z et donner sa matrice de transition Q.

2. Soit n € N* et £ € {0,...,n}. Calculer la probabilité que sur n parties le joueur A en gagne £.

3. Déduire de la question précédente que, pour tout n, k € Net z,y € Z, P(Xn+r = y|Xn =) = Céy7$+k)/21/2k
si (y — x + k)/2 est un entier compris entre 0 et k.

4. Montrer que si la famille de réels positifs (z;);cz est invariante par la matrice de transition @, c’est-a-dire si
2j = Y ;e 21Q(i, J) pour tout i € Z alors pour tout i € Z, z; = 20 + i(21 — 20).

5. Déduire de la question précédente que la chaine de Markov n’a pas de loi stationnaire.

6. En utilisant la formule de Stirling suivante :
nle™
V2mnnn
montrer que pour tout z,y € Z et n € N, P(X,,1r = y| X, = z) tend vers 0 lorsque k tend vers +oo.

tend vers 1 lorsque n tend vers +o0o,

> Exercice 68. (suite de l'ezercice 49) Montrer que la chaine de Markov décrite dans l'exercice 49 admet, comme
unique probabilité invariante, la loi géométrique® sur N de paramétre %.

> Exercice 69. On construit une suite de 100 bits 0 et 1 de la facon suivante : on tire le premier bit X; suivant la
loi g1 = (1/3,2/3). Une fois les n premiers bits choisis, on tire le (n + 1)-iéme bit X,41 de sorte que P(Xny1 =
11X, =1)=1/2 et P(Xp41 =1|X,, =0) =1/4.

1. En moyenne combien de bits 1 y aura-t-il dans une telle suite ?

2. En moyenne combien de motifs 000111 y aura-t-il dans une telle suite ?

> Exercice 70.
Dans le modele de substitution en temps discret pro- forme

posé par Kimura, la substitution d’un nucléotide par un 1-—a—28 « B I¢]
autre a une base donnée est décrite par une chaine de Q= @ l—a—2f B B
Markov homogene dont les états sont e; = a, ea = g, B B l—a-25 @
e3 = c et e4 =t et dont la matrice transition est de la B B o l—a-23

avec «, 0 > 0 tels que o + 23 < 1.

1. Montrer que la chaine de Markov admet la loi uniforme comme loi de probabilité invariante.

2. On dispose d'une séquence d’ADN dont le premier nucléotide est un a. En supposant que chaque base a subi
des mutations suivant le modele de Kimura au cours des réplications sucessives et que les nucléotides sur la
séquence d’origine sont distribués suivant la loi uniforme, quelle est la probabilité que la séquence avant la
derniere réplication commence par le nucléotide t 7

> Exercice 71. Soit (Xy)nen une chaine de Markov homogene de matrice de transition @ et de loi initiale p. On
suppose que g est une loi de probabilité invariante par Q. On note A le support de u (c’est-a-dire 'ensemble des
états ¢ pour lesquels p(i) > 0). Soit n € N*. Pour tout k£ € {0,...,n}, on pose Yy = X, _x.
Déterminer la loi conditionnelle de Yj sachant que {Yy = 40,...,Yr—1 = ix—1} pour tout ig,...,ix—1 € A.

> Exercice 72. (suite de l’ezercice 55) On suppose qu’au départ, chaque molécule est placée au hasard dans 'un des
deux compartiments. Quelle est la loi de Xo. Déterminer la loi de X; 7 Que peut-on dire de la loi de X,, pour tout
n>27

9.2 Convergence en loi

Définition. Soit (Z,,), une suite de variables aléatoires réelles & valeurs dans X.

1. Soit p une loi de probabilité sur X'. On dit que la loi de Z,, converge vers u lorsque n tend vers +oo

si pour tout x € X, P(Z, = x) converge vers u(x) lorsque n tend vers +oc.
2. On dit que la loi de Z,, converge lorsque n tend vers 4oc s’il existe une loi de probabilité p sur X telle

que P(Z,, = x) tende vers u(x) pour tout x € X.

» Exemple 45. Notons Z, une variable aléatoire de loi de Bernoulli de parametre p,, =
Alors la loi de Z,, converge vers la loi de Bernoulli de parametre 1/2.

% — 4% pour tout n € N*,
» Exemple 46. Soit a un réel strictement positif. Pour tout entier n > a, notons Z,, une variable aléatoire de loi de
binomiale B(n, a/n). Alors, pour tout k € N, P(Z,, = k) tend vers g, = e_a‘;—f lorsque n tend vers 4+oc0. L’ensemble
des coefficients qx, k € N forme une loi de probabilité sur N puisque Z::(’) qr = 1. Cette loi est appelée la loi de

Poisson de parametre a. On en déduit donc que la loi de Z,, converge vers la loi de Poisson de parametre a lorsque
n tend vers +o00.

6La loi géométrique sur N de paramétre a € [0, 1] est définie comme la probabilité sur N qui affecte, & chaque entier positif
k, le « poids » (1 — a)*a.
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9.3 Exemples de comportements en loi

Nous donnons dans ce paragraphe des exemples illustrant différents types d’évolutions de la loi & un

instant donné d’une chaine de Markov homogene.

9.3.1 Exemple d’une chaine de Markov dont la loi converge vers une loi qui dépend de la loi
initiale de la chaine.

Dans 'exemple de la chaine de Markov (X,,) décrivant I’évolution de la fortune d’un joueur jouant & un jeu

de hasard équitable (voir exemple 36), la loi de la fortune du joueur converge vers laloi y = (1---,0,...,0, %)
sur {0,...,m} : pourtout i € {1,...,m—1}, P(X, = i) tend vers 0, P(X,, = 0) tend vers 1—=> et P(X,, = m)
tend vers . Dans cet exemple, toutes les lois dont le support est {0, m} sont invariantes par la matrice de

transition de la chailne.

Loi de X, pour n=8 Loi de X, pour n=15 Loi de X, pour n=30

Les diagrammes en batons ci-dessus décrivent les
lois de la fortune du joueur apres la 8-ieme partie, °f
la 15-ieme partie et la 30-ieme partie dans le cas ol o
sa fortune initiale est de 2 euros et ou il cherche a
atteindre la somme de m = 5 euros.

Les courbes ci-contre montrent 1’évolution de la pro-
babilité que le joueur n’ait plus d’argent (respective-

ment dispose de 5 euros) apres la n-ieme partie en

fonction de n. 0

9.3.2 Exemple d’une chaine de Markov a deux états

Soit (X,), une chaine de Markov homogene d’espace d’états {1,2} et de matrice de transition Q@ =

(1 ;p . f q) avec p,q € [0, 1]. Pour tout n € N,

(p+q)Q"=(1—p—Q)"<p p)+(q p)-

-9 q q p

-9 _P_
Si0<p+q<2alors Q" tend vers la matrice L = <E ’iﬁq) lorsque n tend vers +oo. Cela montre que

p+q  ptq
quelle que soit la loi de X, la loi de X,, converge vers la loi = (
par Q.

Par contre, si p = ¢ = 1 c’est-a-dire si la matrice de transition s’écrit Q =

q p

. . . .
P +q) qui est 'unique loi invariante

0 1
10
P(Xo,=1|Xo=1)=1et P(X2p+1 =1| Xo=1)=0. Dans ce cas, la loi de la chaine de Markov partant

de I’état 1 ne converge pas.

, alors pour tout n € N,

Enfin si p = ¢ =0, X,, = X pour tout n € N et toutes les probabilités sur {1, 2} sont invariantes par Q.

41



S. Lemaire, L3 Math390 Université Paris-Sud, 2012-2013

Une réalisation des 100 premiers états de la chaine lorsque p=0.3 et g=0.1 N> P, = 11X, =1) lorsque p=0.3 et g=0.1

Les deux figures concernent 1’exemple de la chaine de Markov homogene a deux états avec p = 0.3 et ¢ = 0.1. Sa loi
invariante est p = (1/4,3/4). Sur la figure de gauche, on peut voir une réalisation de (Xo,..., X100) et sur la figure

de droite, la courbe n — P(X, = 1|Xo = 1).
9.3.3 Exemple d’une chaine dont les lois aux instants pairs et impairs se stabilisent vers des
lois différentes

Considérons la chaine de Markov homogene (X)), partant de 1’état 5 et dont le graphe associé a la

matrice de transition est :

1 1/3 1/3 1/3
M/ /. — . _—
1 ~_ 2 ~_ 3 ~_ 4 ~_ 5
2/3 2/3 2/3 1

Aux instants pairs, la chaine de Markov se trouvera dans les états 1, 3 ou 5 et aux instants impairs,
elle se trouvera dans les états 2 ou 4. Les figures ci-dessous montrent que lorsque n augmente, les lois
de X, et de Xo,41 se stabilisent rapidement vers deux lois différentes que 'on peut comparer a la
loi invariante p = (4/15,2/5,1/5,1/10,1/30) de la chaine : la loi de Xy, se stabilise vers la loi ug =
(214(1),0,2p(3),0,20(5)). La loi de Xo,,41 se stabilise vers la loi uy = (0,24(2),0,2u(4),0).

n—>P(X =1) n->P(X =2) Loi de X, pour n=19 Loi de X, pour n=20 Loi invariante
1 1 09— 09— 08—
08 08 e 2u(2) 08 08 08
06 06
P 2u(t)
04 . 04| 07 1 07 1 07t
2 2
0 0 056 1 08 1 osf
[ [ A
o 5 10 15 20 o 5 10 15 20 05 1 05 1 osf
n->P(X=3) n->P(X=4) 04 1 04 1 o4t
1 1
08 08 03 1 03 1 03f
06f 06
', 02 1 o2 1 o2t
04t T e e 2u(3) 0.4
02 02 T 2u(4) 0.1 1 o 1 o1t
o+ ¢« v oLu v of « s v v e w |
ol b1 0 . 0
o 5 10 15 20 o 5 10 15 20 12345 12345 12345

9.3.4 Exemple d’une chaine de Markov sur Z dont la loi ne converge pas

Considérons la marche aléatoire symétrique sur Z définie par X, 11 = X,, + €, avec (e,) une suite de
variables aléatoires indépendantes, de loi uniforme sur {—1,1} et indépendante de X(. C’est une chaine de

Markov homogene sur Z dont le graphe associé a la matrice de transition est :

0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
~ ~ ~— ~— ~— ~——
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5

Dans cet exemple, pour tout k € N, P(X,, = k) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Dong, la loi de X, ne
converge pas lorsque n tend vers +o0o. On peut montrer qu’il n’existe aucune loi de probabilité invariante

par la matrice de transition de cette chaine de Markov (voir exercice 67, page 40).
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Loi empirique de 2000 simulations de X

n=20

1]
oo atthe
-10 0 1

0 20 30

n=100

Deux simulations des 1000 premiers pas d’une marche o1k

aléatoire symétrique partie de 0. Py S— ot L
-20 -10 0 10 30

Evolution de la loi empirique de 2000 simulations de la
marche aléatoire symétrique (X, )n partie de 0.

9.4 Résultats théoriques

Sur tous les exemples vus précédemment, on observe que si la loi d'une chaine de Markov homogene
(Xn)n converge, alors sa loi limite est une loi invariante par la matrice de transition de (X,),. On a le

résultat général suivant :

Proposition 28
1. Cas d’une chaine de Markov homogene (X,,), d’espace d’états fini X = {1,...,r} et de matrice de

transition @ :

(a) Supposons que pour tout k € X, P(X,, = k) tend vers un nombre L(k) lorsque n tend vers 400,
alors L = (L(1),...,L(r)) est une probabilité invariante par Q.

(b) Si pour tout k, ¢ € X, Q"(k,L) tend vers un nombre u(f) ne dépendant pas de k, alors p est
l'unique probabilité invariante par Q.
2. Cas d’une chaine de Markov homogene (X,,),, d’espace d’états X = N* et de matrice de transition @ :

(a) Supposons que pour tout k € X, P(X,, = k) tend vers un nombre L(k) lorsque n tend vers +oo0,
alors le vecteur L = (L(1), L(2),...) est invariant par Q et 3325 L(k) < 1.

(b) Si pour tout k.t € X, Q™(k, ) tend vers un nombre u(f) ne dépendant pas de k, alors :
— soit pu(€) =0 pour tout £ € X et dans ce cas il n’existe pas de probabilité invariante par Q ;
- soit p = (u(l), £ € X) définit une probabilité sur X qui est l'unique probabilité invariante par

Q.

Preuve dans le cas d’une chaine de Markov d’espace d’états fini.

1. Supposons que pour tout k € X, P(X, = k) tend vers un nombre L(k). Comme limite d’une suite de termes
compris entre 0 et 1, L(k) € [0,1]. Comme pour tout n € N, 3, o P(X, = k) = 1 et que & est fini, on a
Yorex L(E) =1.

Enfin, comme pour tout 4,5 € X et n € N, P(Xn11 = j) = >_,c» P(Xn = )Q(4,4), en faisant tendre n vers
+00 dans les deux membres de I'égalité, on obtient : L(j) = >_,c L(4)Q(4, ). Donc L définit bien une loi de
probabilité invariante par Q.

2. La méme preuve que précédemment montre que si pour tout k,¢ € X, Q" (k,¢) tend vers un nombre u(£) ne
dépendant pas de k, alors p est une probabilité invariante par ). Montrons que c’est la seule : soit v une loi de
probabilité invariante par Q. Par définition, pour tout n € N et pour tout £ € X, v(£) = >, ., v(k)Q"(k, ).
En faisant tendre n vers +o0, on obtient que pour tout £ € X, v(£) = >, o o v(k)u(€) = (). Cela montre que
1 est 'unique probabilité invariante.

d

Les exemples précédents montrent par contre qu’il faut ajouter des hypotheses si on veut donner un résultat
de convergence de la loi de X, lorsque n tend vers +o0o. Nous allons donner ici des conditions suffisantes pour
que la loi de X,, converge dans le cas ou l'espace des états de la chaine est fini; le théoreme suivant affirme

que, pour une chaine de Markov dont l’espace d’états est fini, si on peut trouver un entier £ > 1 tel que
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I'on puisse passer en exactement k étapes de n’importe quel état i a n’importe quel état j avec probabilité

strictement positive alors, la loi de X,, converge a une vitesse exponentielle vers son unique loi stationnaire :

Théoréme 29 Soit (X,,), est une chaine de Markov homogéne a espace d’états X fini et de matrice de
transition Q vérifiant : il existe un entier k € N* telle que tous les coefficients de Q¥ soient strictement
positifs. Alors, la loi de X,, converge vers l'unique loi de probabilité p invariante par @Q a une vitesse

exponentielle. Plus précisément, il existe A > 0 et p € [0,1] tels que pour tout n € N* et pour tout x,y € X,

Q" (y, z) — p(z)| < Ap™.

Preuve.

1. On suppose dans un premier temps que tous les coefficients de la matrice de transition @ sont strictement
positifs. Notons N le nombre d’états de la chaine et § = min(Q(%,j), ¢,7 € X). Ona d > 0 et N§ < 1 puisque
1=73,Q(i,j) > No. Pour j € X, on considere les suites m;,n = min; Q" (7, j) et M;,»n = max; Q"(4,). On
montre qu’elle ont les propriétés suivantes :

(i) (my,n)n est une suite croissante et (M, )n est une suite décroissante.

(ii) Mjn —mjn < (1 — N§)(Mjn —mjn) pour tout n € N.

Donc, pour tout j € X, (Mjn)n et (mjn)n ont une limite commune que 'on note 7(j) et pour tout n
mp,; < 7(j) < My,,;. On en déduit que pour tout n € Net i,5 € X, |Q"(i,5) — w(j)|] < (1 — N4&)™ (puisque
Q" (1,7) — Mn; <Q"(i,7) —m(5) < Q"(¢,5) —mun,;). D’apres la proposition 28, 7w définit une loi de probabilité
invariante par @ et c’est la seule probabilité invariante par Q.

2. Cas général : il existe k € N tel que tous les coefficients de Q* soient strictement positifs.
On déduit de la premiere partiec que Mj,rx — mjnke < (1 — Nn)" pour tout n € N et j € X, avec n =
min(Q*(,5), i,j € X). Comme (M, ; — Mn ;)n est une suite décroissante, M;, — mj, < (1 — Nn)/*
(1 — Nn)"*=1. On en déduit que les deux suites (M ,)n et (m;n)n ont la méme limite et que pour tout
i,jE X etneN, |Q"(i,5) —w(j)| < Ap™ avec p = (1 — N&)/* et A=p~t.

Montrons les propriétés (i) et (i) :

- Mjnt1 = min; Zk Q(L k)Qn(kvj) > min; Ek Q(7'7 k)mjﬂl = Mjmn.
De méme, M; i1 <max;y, Qi,k)Mjn = Mjn

— Soit z et y deux états, posons Ay (z,y,2) = Q" (z,2z) — Q" (y,2). On a

An+1($7y, Z) = Qn+1(w7z) - Qn+1(y7 Z) = Z(Q(m,z) - Q(y7 Z))Qn(z7 Z)

iEX

IN

Notons I = {i € X, Q(z,i) > Q(y,i)}. Alors,

Auer(y,2) < 3(Q Y )M+ Q1) — Qu,i))me

el iZT

i€l
car 32 (Q(x,1) — Q(y,4) + X2, (Q(,4) — Q(y, 1)) = 0.
Enfin, >, /(Q(z,9)—Q(y,1) = 13,5, Q(z,1) =3, ; Q(y,7) < 1—N§, puisque Q(k, 1) > d pour tout k,l € X
On en déduit que A, (z,y,2) < (1 — N§)(M.,n — mzn) pour tout x,y,z € X et donc que M. nt1 — Mzni1 <

(1= N&) (M — mizm).
O

» Exemple 47. Si (X,)n est une chaine de Markov homogene sur {1,2} dont la matrice de transition est @ =

1-— .\ . . .
< p p q) avec 0 < p+ g < 2, elle est récurrente positive. L’expression de de Q™ (voir I'exemple traité

g 1=
au paragraphe 9.3.2, page 41) montre que pour tout z,y € {1,2}, | P(X,, =z | Xo = y) — p(z) |< Ap™ avec
p=|1—(p—q)|et A= m max(p, q) et u sa loi de probabilité invariante.

> Exercice 73. Décrire le comportement asymptotique de la chaine de Markov donnée dans l’exercice 70, page 40.
Lorsqu’il y a eu un grand nombre de réplications, quelle est la probabilité d’observer sur une base donnée le méme
nucléotide que sur la séquence d’origine 7

> Exercice 74. Soit (X»)» une chaine de Markov homogene de matrice de transition Q. Posons Y, = X2, pour tout
n € N.
Montrer que (Y3,), est une chaine de Markov homogene de matrice de transition Q2.
Application : on considere la chaine de Markov décrite dans le paragraphe 9.3.3, page 42. Déterminer la matrice de
transition de la chaine de Markov Y,, = X5, et montrer que la loi de Y, converge vers u = (8/15,0,2/5,0,1/15).

> Exercice 75. (suite de lezercice 49, page 34)
1. Que vaut P(X, = k) pour k > n? Pour tout k € {0,...,n}, déterminer P(X, = k).
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2. En déduire que la loi de X, converge vers la loi géométrique sur N de parameétre 3/4.

3. montrer que |P(X, = k) —3/4(1/4)"| < C/4™ pour k € N et n € N oft C est une constante. Cela montre que
la vitesse de convergence de la loi de X, vers la loi géométrique sur N de parametre 3/4 est exponentielle.

> Exercice 76.
Considérons la dynamique suivante qui modélise I’évolution d’un écosystéme méditerranéen”. A Torigine la forét
méditerranéenne, sur roche calcaire a faible altitude, était tres certainement dominée par des chénes (chénes pu-
bescents). Mais I’action de ’homme a éradiqué ces foréts primitives pour leur substituer des parcours pastoraux,
des vergers ... Puis I'abandon de toute activité agricole, au lieu de conduire & la restauration naturelle de ces
chénaies, a bien souvent favorisé I'implantation d’une autre espece, le pin d’Alep, aprés un passage par un état
de garrigue. Or ces foréts de substitution, hautement inflammables, subissent de maniere récurrente le passage du
feu (incendies volontaires ou non), le sol mis & nu se recouvre pendant un temps de pelouses ; ces foréts sont donc
condamnées a une perpétuelle reconstitution. Pour étudier I’évolution a long terme de 1’écosystéme, on propose de
modéliser cette évolution par une chaine de Markov homogene (X,)nen & cing états e1, ..., es :
e1 : chénaie, e : zone de production agricole (vigne, vergers, ...), es : pelouse, e4 : garrigue, es : pinéde
Le temps est discrétisé en intervalles de temps de durée At (exprimée en années). Pour tout n € N, X,, désignera
I’état de cet écosystéeme a Uinstant ¢, = nAt. La matrice de transition de cette chaine de Markov est la matrice @
définie par :
0.8 02 0 0 0
0 07 03 0 0
Q=10 0 04 06 O
0 0 0 02 08
01 0 025 0 065

1. Représenter le graphe associé a la matrice de transition de (X )n.

2. On note 7 le plus petit entier n > 1 tel que X,, # e;.
Déterminer la loi de 7. Si a l'instant to, ’écosystéme est une chénaie, combien de temps en moyenne restera-t-il
dans cet état d’apres le modele ?

3. Suite a un incendie, 1’écosysteme est constitué d’une pelouse a 'instant t¢,. Quelle est la probabilité qu’alors
I’écosysteme soit une pinede a 'instant t,,43 7
4. Expliquer ce que retourne et trace la fonction calcul suivante :
calcul <- function(A,n){
# n est un entier strictement plus grand que 1, A est une matrice carré
R <- A; m <- numeric(n-1)
for(i in 2:n){
B <-R%*%A
m[i-1] <- max(abs(B-R))
R <- B
}
par (1ty=2,pch="+")
plot(x=1:(n-1), y=log(m), type=’b’, xlab=’n’, ylab=’’)
return(list(mat=R,val=m))

}

5. Utiliser la fonction calcul(A,n) avec pour A la matrice de transition de (Xj)x et n=>50. Qu’observe-t-on?
Quelle information cela donne-t-il sur 1’évolution en loi de la chaine de Markov ?

6. Les hypothéses du théoreme sont-elles satisfaites par (Xn)n 7

7. Si on suppose que l'écosysteme méditerranéen évolue suivant ce modele, les proportions de terrains occupés
par des chénes, des pinedes et de la garrigue vont-elles se stabiliser au bout d’un certain nombre d’années?
Si oui vers quelles valeurs ? (la réponse doit étre justifiée en détail)

8. Ecrire une fonction recosyst(x0,n) qui simule une réalisation de X1, ..., X, en supposant que Xo=x0. Cette
fonction devra retourner un vecteur z de taille n + 1 de sorte que le coefficient i de = soit la réalisation
obtenue de X;_1 pour tout 1 <7 <n.

Utiliser la fonction suivante pour simuler et tracer une réalisation de Xo, X1,...,X,, avecn =50et Xg =1:

dessintraj <- function(x0,n){

X <- recosyst(x0,n)

par (1ty=2,pch=’+")

plot(x=0:n, y=X, type=’b’, xlab=’n’, ylab=’Xn’)
}
Si on interprete la courbe comme décrivant I’évolution sur 50At¢ années de I’état d’une parcelle recouverte de
chénes dans une zone méditérranéenne, combien de temps cette parcelle restera-t-elle une chénaie 7 Combien
de fois la parcelle sera-t-elle recouverte d’une pinede et ensuite se retrouvera au stade pelouse ?

9. On considere la fonction trace suivante. Expliquer ce que contient le coefficient (i, ) de la matrice R & la fin
de 'exécution de la fonction

7Cet exercice est inspiré d’un exemple tiré du livre Modélisation et simulation d’écosystémes, P. Coquillard et D. Hill,
Masson 1997.
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trace <- function(x0,n){
R <- matrix(data=0, ncol=5, nrow=n+1)
X <- recosyst(x0,n)
for (j in 1:5){
for(i in 1:(n+1)){
R[i,j] <- mean(X[1:i]l==j)
}
}
matplot(x=0:n, y=R,type=’s’,xlab=’n’,ylab=’ ’)
return(R[n+1,1)
}
Exécuter la commande tracel(x0=1,n=5000). Recommencer en changeant la valeur de x0. Qu’observe-t-on ?
Commenter les figures et les valeurs affichées.

10 Temps d’atteinte d’un état

Dans toute la section, (X,,), désignera une chaine de Markov homogene d’espace d’états X fini ou
dénombrable de matrice de transition () : on pourra interpréter X, comme modélisant I’état d'un systeme
a l'instant n.

La loi initiale de la chaine (X,,) ayant été fixée, seuls interviennent dans ’étude de I’évolution de la chaine

les états susceptibles d’étre atteints. On pose
X, ={x e X, ilexiste n >0, P(X,, =z) > 0}.

Pour un état e € X,, on notera Te(") le temps qu’il faut a la chaine pour atteindre 1’état e strictement apres
I'instant n :

- e(n) désigne donc le plus petit entier k£ > 0 tel que X, = e si la chaine passe par e apres 'instant n

- Te(n) = +o00 si la chalne ne passe pas par 1’état e apres l'instant n.

Pour simplifier les notations Te(o) sera aussi noté simplement 7.
» Exemple 48. (suite de l’ezemple 36)
Dans le cas de la chaine de Markov décrivant 1’évolution de la fortune du joueur, {7y < +oo} désigne 1’événement
“le joueur se ruine”. Dans le cas ou le jeu s’arréte a cause de la ruine du joueur, Ty représente le nombre de parties
qu’il a jouées. De fagon générale, min(7o, Trn) est le nombre de parties d’un jeu qui se termine si le joueur n’a plus
d’argent ou si il a atteint la somme m.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

* *
8f * ¥ ¥ 1
* ¥ * *
6% * * * ok ¥ % * 1
* * % % * * ¥
4r ¥ K K X K ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ 1 1
* ¥ % * %
2t * ¥ * % %
* * *
07 L L L L L L L L L L *r 0 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Les deux figures a gauche montrent ’évolution de la fortune de deux joueurs qui jouent indépendamment 'un et
Pautre a un méme jeu équitable ; ils commencent tous les deux avec 6 euros et cherchent a atteindre la somme de
10 euros.

Le premier joueur atteint effectivement la somme de 10 euros apres avoir joué 18 fois : la valeur de Tho est 18 et
la valeur de Ty est +o0o.

Le second joueur n’atteint pas la somme de 10 euros et perd son dernier euro a la 52-éme partie : la valeur de To
est +o0o et celle de Ty est 52.

Pour étudier la loi du nombre de parties T' = min(7o, T ), on a fait 1000 simulations de 1’évolution de la fortune
au cours d’un tel jeu. Sur les 1000 jeux simulés, 428 jeux ont abouti a la ruine du joueur, le nombre moyenne de
parties pour un jeu a été de 24,8 parties. Le jeu qui a duré le plus longtemps a compté 152 parties. La figure de
droite montre la fonction de répartition empirique des 1000 réalisations obtenues de T'.

46



S. Lemaire, L3 Math390 Université Paris-Sud, 2012-2013

» Exemple 49. (suite de l’ezemple 38)
Dans le cas de la chaine de Markov décrivant I’évolution des génotypes de plantes obtenues par autofécondations
successives & partir d’une plante hétérozygote, {Taa < +oo} est 'événement “on a obtenu aprés un nombre fini
d’autofécondations une plante de génotype AA”. Si cet événement est réalisé, T'4a représente le numéro de la
premiere génération ou on obtient une plante de génotype AA.

10.1 Probabilité d’atteinte d’un état

Proposition 30 Soiti,e € A,.
— Pour tout n € N et k € N*, la probabilité d’atteindre l’état e a Uinstant n + k pour la premiere fois
aprés Uinstant n sachant que X,, =i ne dépend pas de n, on la notera f; (k) = P(Te(n) = k| X, =1).

Elle vérifie I’équation suivante :

fie()=Q(ise) et fic(k) = > Qi,4)fjc(k 1) pour tout k > 2. (4)
jex\{e}
— La probabilité d’atteindre l’état e apres linstant n, sachant que X, = i ne dépend pas de n, on la
notera fie : fie = P(Te(n) < +o0| X, =i). Elle vérifie :

fie=QUie)+ Y QUi,j)fje (5)

jex\{e}

- L’équation pour f; (k) traduit simplement le fait que pour arriver pour la premiere fois dans I’état e
en k pas, en partant de I’état ¢, il faut aller de I’état ¢ a un état j # e, puis partant de j, arriver pour
la premiere fois en e en k — 1 pas.

- De méme, I’équation pour f; . traduit le fait que la chaine atteint e a partir d'un état ¢ soit directement,
soit passe de I’état 7 & un état j # e puis atteint e a partir de ’état j.

- fi,e = 1 si et seulement si f; . = 1 pour tout état j # e tel que Q(i,7) > 0.

» Exemple 50. (suite de l’ezemple 36)
Supposons que le joueur dispose de 1 euro et joue a un jeu de hasard ou la mise est de 1 euro jusqu’a ce qu’il ait
atteint la somme de 3 euros ou jusqu’a ce qu’il soit ruiné. Rappelons que p désigne la probabilité qu’il gagne une
partie et donc gagne 1 euro et 1 — p est la probabilité qu’il perde la partie et donc perde 1 euro. On cherche la
probabilité qu’il réussisse ainsi & avoir 3 euros, c’est-a-dire f1,3 avec les notations de la proposition 30. L’équation
(4) avec i = 1 et e = 3 S%écrit f1,3 = pfaz + (1 — p)fo,s. Déja fo,3 = 0 puisque le joueur ne peut pas jouer s’il
n’a pas d’argent initialement. Il reste & écrire ’équation (4) pour f2.3 qui est la probabilité qu'un joueur arrive a
obtenir 3 euros s'il a au départ 2 euros. On obtient : fo3 =1—p—+ (1 —p)f1,3. On a donc a résoudre un systéme

fi13=0pf23
foa=p+(1-p)fis

Ce systéme a une seule solution qui est fz 3 = ﬁ et fi,3 =

de 2 équations a 2 inconnues : {

p2
1-p(1-p)~
En particulier, si le jeu est équitable c’est-a-dire si p = 1/2, on a fi1,3 = 1/3 ce qui signifie que si le joueur a
initialement 1 euro, il a une chance sur trois d’arriver a obtenir 3 euros. La probabilité que le jeu s’arréte car le
joueur est ruiné se calcule de fagon analogue en écrivant les équations satisfaites par f1,0, f2,0 et f3,0 et en résolvant
le systeme obtenu. Ce calcul permet de voir que fi,0+ f1,3 = 1, ce qui signifie que le joueur s’arréte forcément au
bout d’un nombre fini de parties soit parce qu’il a réussi a obtenir 3 euros, soit parce qu’il est ruiné.

Preuve de la proposition 30.
~Ona{T™ =1} = {X,11 = e} et pour k > 2, {T\" =k} = {Xpyx = €, Xpih1 #€,..., Xn11 # ¢}. En
décomposant cet événement en fonction de la valeur de X, et en utilisant que (X, ), est une chaine de Markov
homogene, on obtient :

P(T™ = k|X,, =)

Z P(XR‘HC :e7Xn+k—1 #67"'7X71+2 7567 X’n+1 :.]|X" :7‘)
jeX\{e}
= Y P(Xutk= e Xnpuor £ €y Xnga 7 el Xapn =y X = )P(Xats = j1X
jeXx\{e}
= > PXnprr=eXnkoFe, ..., Xy # el X =7)Q,)
jeXx\{e}
S QNPT =k~ 11X, = j)

jex\{e}

Cette égalité et le fait que P(Te(") = 1|X, =1) = Q(i,¢e) permet de montrer que pour tout k € N*, P(Te(") =
k| X, = i) ne dépend pas de n.
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~ Comme P(T™ < 4o0|X, = i) = Pt P(T{™ = k|X, = i), la probabilité d’atteindre e apres I'instant n
sachant que X,, =i ne dépend pas non plus de n. En utilisant Uexpression récursive pour f; ;(k), on a :

fie (i,e +Z Z Q(i,9) fi,e(k —1).

k=2jex\{e}

Comme tous les termes de la double somme sont positifs, on peut intervertir les deux sommes, ce qui donne
léquation (5).
a

10.2 Temps moyen d’atteinte d’un état

Il est intéressant d’avoir des renseignements sur le temps moyen que met la chaine de Markov pour
atteindre un état accessible e a partir d’'un état i, c’est-a-dire sur E(Te(n) | X,, = i). Remarquons déja que
si il y a une probabilité strictement positive a partir de ¢ de ne jamais atteindre 1’état e alors E(Te(") |
X, = 1) = +o0. Dans le cas contraire, on pourra déterminer le temps moyen que met la chaine de Markov
pour atteindre un état accessible e a partir d’un état ¢ en résolvant un systeme d’équation linéaires comme

I'indique le résultat suivant :

Corollaire 31 Soiti,e € X,. E(T¢ () | X,, = i) ne dépend pas de n, on le notera m; .. On a

e=14 Z (i, 7)mj e (6)

jeX\{e}

(les deux termes de l’égalité pouvant étre infinis)
Preuve. Supposons d’abord que f; . = 1. Comme la loi conditionnelle de T ™ sachant que X, = 7 ne dépend pas

de n, il en est de méme de E(Te(") | X» = i) que Pon notera m;.. Comme m; . = Zk fl(i), on obtient grace a
Pexpression récursive de fie(k) :

+oo
Mmie = QU,e)+> Y QUf)kfie(k—1)

k=2jeX\{e}
+oo —+oo
= Qo)+ > Q)Y fietk—1D+ > QG5)> (k—1)fielk—1)
jeX\{e} k=2 jex\{e} k=2
= Qi,e)+ Z Q(i,7) Zf]e + Z Q(%,7) Zﬁfye
jexX\{e} jeX\{e}
= Qo)+ > QUifie+ . Qli,j)mye
jeX\{e} jeX\{e}

11 suffit alors d’utiliser I"équation (5) pour établir I'égalité annoncée : mie =1+ > .y 1oy QE, J) My e
11 reste & traiter le cas ol f; < 1. Dans ce cas m;.. = 00 et il existe un état j # e tel que Q(i,7) > 0 et fj. < 1.
Pour cet état j, on a Q(i,j)mj.e = +oo. Donc, I'égalité est encore vraie si f; e < 1. |

» Exemple 51. Considérons une chaine de Markov homogene (X,), & deux états X = {1,2} dont la matrice de
e 1-—-
transition est QQ = < q p 1 fq) avec 0 < p,q < 1.

1 1
Ona fii1=fie=fo1=foe=1,me1=2,m1=14+2 mia==etmopa=1+12
q q P P

10.3 Temps d’atteinte d’un sous-ensemble d’états

(n)

L’étude faite pour T’ peut s’étendre au temps ngn) que met la chaine de Markov a atteindre un sous-

ensemble A d’états strictement apres U'instant n :

T = inf({k >0, Xp4n € A}) = min(T™, e € A).

Proposition 32 Soit i un état accessible.
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1. Pour tout n € N et k € N*, la probabilité d’atteindre le sous-ensemble A a linstant n + k pour
la premiére fois aprés linstant n sachant que X,, = i ne dépend pas de n, on la notera f; a(k) =
P(T(g") = k|X,, = 1). Elle vérifie l"équation suivante :

fi,a(l) = Z Qi,a) et fialk) = Z Q(1,7)fj,a(k — 1) pour tout k > 2. (7)

acA JEX\A

2. La probabilité d’atteindre le sous-ensemble A aprés linstant n, sachant que X, = i ne dépend pas de

n, on la notera fi o : fia= P(T(gn) < 40| X,, =1). Elle vérifie :

foa=)_QGa)+ Y Qi,j)fja 8)

acA JEX\A
3. E(TIE‘") | X, = i) ne dépend pas de n, on le notera m; 4. On a

mia=1+ > Qij)m;a 9)

jex\A
(les deuz termes de 1’égalité pouvant étre infinis)

» Exemple 52. (suite de 'exemple 50) Déterminons la durée moyenne du jeu (exprimée en parties) pour un joueur
possédant 1 euro initialement et voulant obtenir 3 euros. Cela revient & chercher mi 4 = E(Ta|Xo = 1) avec

mi,a=14pma.a

moa =1+ (1—p)mia.

on obtient que mi,a4 = % et mia = 1_2(77117_17). En particulier, lorsque le jeu est équitable, 'espérance du

nombre de parties est égale a 2, que le joueur ait initialement 1 ou 2 euros.

A = {0,3}. On écrit les équations (9) pour mi 4 et mo 4 : { En résolvant ce systeme,

10.4 Les chalnes absorbantes

Définition. On dit qu'un état e est absorbant si Q(e,e) = 1 (si la chaine entre dans cet état, elle y reste

avec probabilité 1).

» Exemple 53. (suite de I'exemple 38). Pour la chaine de Markov décrivant les génotypes des plantes obtenues par
autofécondations successives, les états correspondants aux génotypes AA et aa sont des états absorbants.

Nous allons décrire quelques propriétés simples des chaines de Markov ayant des états absorbants. Mais

avant cela, introduisons une définition :

Définition. On dit qu’'un état 7 conduit & un état j (ou encore que j est accessible a partir de 7) s'il existe
un chemin dans le graphe associé a la matrice de transition qui permet de passer de ¢ a j. Autrement dit, @

conduit & j §'il existe un entier n tel que (Q™)(4,4) > 0.

Proposition 33 Considérons une chaine de Markov homogéne (X,), d’espace d’états X qui a au moins
un état absorbant. Notons A l'ensemble des états absorbants de la chaine.
(i) Sie est un état qui conduit ¢ un état absorbant, alors la chaine de Markov ne passera qu’un nombre
fini de fois dans Uétat e et donc Q™(i,e) tend vers 0 lorsque n tend vers 400 quel que soit létat i,
(i) Si le nombre d’états est fini et si tous les états conduisent a un état absorbant, alors
- P(XneA)n_j_Ool;
— avec probabilité 1, la chaine atteint un état absorbant en temps fini (i.e. P(Ta < +00) =1);
— il existe des constantes b > 0 et 0 < ¢ < 1 tel que pour tout n et pour tout étatsi,j ¢ A, (Q™)(i,j) <

bc™.
N.B. P(Ta < +00) =limy,— 400 P(Ta < n) = lim,, . P(X,, € A).

» Exemple 54. (suite de 'exemple 36) Quelle que soit la fortune m que le joueur cherche & atteindre, la proposition
33 dit que le jeu s’arrétera aprés un nombre fini de parties (en effet, (ii) s’applique puisque tous les états 0 < i < m
conduisent aux deux absorbants 0 et m).

» Exemple 55. (suite de ’exemple 38). La proposition 33 dit seulement que la probabilité d’avoir une plante
hétérozygote a la n-ieme génération tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
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11 Fréquence de passages dans un état et estimation

Dans toute cette section, (X, ),>0 désigne une chaine de Markov homogene d’espace d’états X fini ou
dénombrable et de matrice de transition Q.

Pour un état z et un entier n € N, notons V,,(z) le nombre de fois ou la chaine de Markov visite Iétat x

au cours des n premieres étapes : V,(z) = Z;é Iy x, =2} Si Xo, X1,..., X, décrivent les états successifs
d’un systeme aux instants 0,1,...,n, la variable aléatoire Vny) correspond & la proportion de temps que

le systeme passe dans I'état = avant 'instant n. C’est une variable aléatoire qui est facilement observable.

Nous allons décrire le comportement de 1V, () lorsque n tend vers +oc.

11.1 Exemples d’évolutions de la fréquence des passages dans un état

» Exemple 56. Les figures ci-dessous concernent la chaine de Markov homogene & deux états (voir exemple 42,
page 39) avec p = 0.3 et ¢ = 0.1 : les figures de gauche montrent une réalisation de (Xo, X1,..., X25) et en dessous
les valeurs de (Vi(z), % VQ;—él)) associées pour les deux états © = 1 et x = 2. La figure de droite a été

obtenue en simulant les 5000 premiers pas de la chaine de Markov et en représentant les réalisations de n — V"Tm
obtenues pour z =1 et z = 2.

gee ey

Une réalisation des 25 premiers états de la chaine lorsque p=0.3 et g=0.1 Fréquence des passages dans l'etat x
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» Exemple 57. Les figures ci-contre montrent une
réalisation des 500 premiers pas d’une marche aléatoire
symétrique sur Z (voir exemple 67) et en dessous la
réalisation correspondante de la fréquence des passages
en 0ie (WO L Lo Vi00(0)).

Trajectoire d'une marche aléatoire symétrique sur Z

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fréquence des passages en 0: n —> Nn(O)/n
1 T T T T T T T T T

I I I I T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

» Exemple 58. (suite de 'exemple 44 portant sur la modélisation markovienne d’une séquence d’ADN de longueur
K)
Si X, décrit le £-éme nucléotide en partant de extrémité 5’ d’une séquence d’ADN, V"Tm) correspond a la proportion
d’adénines parmi les n premiers nucléotides.

11.2 Chaines de Markov irréductibles

Vn(x)

Pour simplifier la description du comportement de >

lorsque n tend vers +o00, nous allons considérer

les chaines de Markov homogénes irréductibles.

Définition. Une chaine de Markov est dite irréductible si pour tout couple d’états différents i et j, i conduit

a j c’est-a-dire s’il existe un chemin de longueur finie dans le graphe associé a la matrice de transition de
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la chaine permettant de passer de ¢ a j. Autrement dit, une chaine de Markov est irréductible si pour tout
couple d’états i et j avec ¢ # j, il existe un entier &; ; tel que la chaine ait une probabilité positive de passer
de i & jen k;; étapes (QFi(i,5) > 0).

» Exemple 59.

Graphe (a) Graphe (b)
— —
3 3

Le graphe (a) donne un exemple de graphe associé a la matrice de transition d’une chaine de Markov homogene
irréductible.

Le graphe (b) donne un exemple de graphe associé & la matrice de transition d’une chaine de Markov homogeéne
qui n’est pas irréductible : il n’existe pas de chemin partant de I’état 3 et aboutissant a I’état 1 par exemple.

» Exemple 60. La marche aléatoire symétrique sur Z est irréductible (voir exemples 67 et 57).

» Exemple 61.
1. Si tous les coefficients de ) sont strictement positifs alors la chaine est irréductible.

2. Une chaine de Markov qui a au moins deux états et dont I'un des états est absorbant n’est pas irréductible.

11.3 Comportements asymptotiques

Soit x un état. Notons (X,,), une chaine de Markov homogene de méme matrice de transition Q que
(Xn)n et partant de z & 'instant 0. Gréce & la propriété de Markov et 'homogénéité en temps, si la chaine de
Markov (X,,),, passe par un état x pour la premiere fois & un instant aléatoire alors le temps noté R, qu’elle
mettra pour revenir dans I'état 2 a méme loi que le temps noté T, que la chaine (Xn)n met pour retourner
en z en étant partie de z. En particulier, E(R,|(X,), passe par z) = E(T}); cette espérance conditionnelle
correspond au temps moyen que met la chaine (X, ), une fois passée en x pour y revenir; elle est aussi égale
& my o avec les notations du corollaire 31. De plus, si la chaine est déja passée deux fois (resp. trois fois, ...,
10 fois ...) dans 'état z, le temps qu’elle mettra pour y revenir une nouvelle fois aura la méme loi que T,.
En regardant 1’évolution de la chaine sur une tres longue durée, on a les propriétés suivantes que 1’on

admettra :

Théoréme 34 Supposons que (X,,)y soit une chaine de Markov homogéne irréductible d’espace d’états X

fini ou dénombrable.

1. Pour toutz € X, %Vn(z) tend vers —— avec probabilité 1 lorsque n tend vers +oco (avec la convention

Mz,
1

=0 si Mgy = +00).
2. Si de plus la chaine admet une probabilité invariante p, alors elle est unique et vérifie m; = p(x)

pour tout x € X.

3. St de plus la chaine n’admet pas de probabilité invariante, alors my , = 400 pour tout x € X.

11.4 Estimation des parametres

On considere dans cette section des chaines de Markov homogenes ayant un nombre fini d’états. Les
chaines de Markov a espace d’états fini admettent au moins une loi de probabilité invariante. D’apres le
théoreme 34, si cette chaine de Markov est en plus irréductible alors elle admet une unique probabilité
invariante et on peut donner une estimation des coeflicients de cette loi invariante a partir de I'observation
des états successifs pris par la chaine de Markov pendant un temps long. Plus généralement, on a le résultat

suivant :

Théoréme 35 Soit (X,,), une chaine de Markov homogéne irréductible d’espace d’états fini noté X. Pour

x € X et n € N*, posons V,,(x) le nombre de fois ot la chaine passe en x au cours des n premiers instants :
-1
Va(@) = 32750 Iixi=a}-
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1. Elle admet une unique probabilité invariante que l’on note u ;
2. Pour tout z € X, avec probabilité 1, 2V, (z) tend vers pu(z) lorsque n tend vers +o0o ;

3. Plus généralement, pour toute fonction f: X — R | % Z;é f(Xk) converge vers Y . » f(x)p(z) avec

probabilité 1 lorsque n tend vers 4o0.

Pour obtenir des estimateurs des coefficients de la matrice de transition, on applique le théoreme 35 a la
suite (Y,,),, définie par Y,, = (X, X;,+1) pour tout n >0 :

Lemme 36 Soit (X,,), une chaine de Markov homogéne irréductible d’espace d’états X = {e1,...,e,} et
de matrice de transition Q. Pour tout n € N, posons Y, = (X, Xpnt1).
1. La suite (Y,)n est chaine de Markov homogéne de matrice de transition T définie par :
T((w1,22); (Y1,92)) = QW1,y2) Ujwy—y,} Pour tout x1,72,y1,y2 € X
2. La suite (Y,), restreinte a l'ensemble € = {(i,j) € X, Q(i,7) > 0} est une chaine de Markov homogéne
irréductible et admet comme loi de probabilité invariante la probabilité v sur £ définie par : v(y) =

w(y1)Q(y1, y2) pour tout y = (y1,y2) € £.

Corollaire 37 Soit (X,,)n une chaine de Markov homogéne et irréductible a valeurs dans un ensemble fini
X ={1,...,N}. Notons Q sa matrice de transition et u sa loi de probabilité invariante.
Pour x,y € X et n € N*, posons V,(z) = Zz;é Iix, =) et Va(z,y) = ZZ;S T (x0, Xps1)=(2,m)} -
~ Pour tout z € X, 2V, (z) T w(zx) avec probabilité 1.
n—

~ Pour tout z,y € X, Y2l&w) Q(z,y) avec probabilité 1.
Val®) pteo

Application a I’estimation Pour tout z,y € X, Qn (z,y) = V"(”(C’l)’) définit un estimateur du coefficient
Q(x,y) construit & partir des observations des n premiers états X, ..., X,,—1 de la chaine de Markov. On dit
que cet estimateur® est fortement consistant car V‘ﬁ(—@@)’) converge vers Q(x,y) avec probabilité 1 lorsque n
tend vers +o00. La matrice Qn définie ainsi est une matrice stochastique. Le vecteur fi,, = (@, el %)
définit un estimateur fortement consistant de la loi invariante p par Q. i i
Remarquons que 7, définit une probabilité qui n’est pas invariante par la matrice Qn: 0nQn = (%, cee %)

oV, (x) = 2?21 I x,—s) correspond au nombre de fois ol la chaine de Markov passe par x entre les instants
1 & n. Comme |V, (z) — V,, ()| < 2 pour tout z, max(|0,Qn(z) — in(2)], z€ X) < 2

Démonstration du corollaire 37. Pour démontrer la seconde assertion, on applique le théoreme 35 a la chaine de

fini - - o - Vi (i-5)
Markov (Y;,) définie par Y,, = (Xn, Xn4+1) pour toup n. On obtient que pour tout 4,j € X tel que Q(4,7) > O_’ TJ
tend vers u(i)Q(i, j) avec probabilité 1. Comme %ﬂ tend vers (i) avec probabilité 1, on en déduit que %2 tend
vers Q(4, j) avec probabilité 1. O

Démonstration du lemme 36. Soit n € N. Pour tout 31 = (y\,4?) € X, ..., yo_1 = (yg)l,yff)l) e X

i = (i1,i2) € X et j = (j1,J2) € X, on a

P(Yn+1 Ij|Yn:i7Yn_1 :yn_l,..A,Yozyo) = P(Xn+2 :jQ |Xn+1 :iQ,XnI’L'17“4,X0Iy(()l))]l{h:iz}.
= Q(i27j2)]1{j1=i2}‘

Donc, (Yn)n est une chaine de Markov homogene de matrice de transition 7. On restreint ’ensemble des états de la
chaine & Densemble £ = {(i,j) € X, Q(i,) > 0} puisque P(Y,, = y) = P(X,, = y")QyV,y?) =0siy g E.
Comme la chaine (Xp)n est irréductible, il en est de méme pour la chaine (Y,), sur € : en effet, soit y,z € £, on a
Qy™Y,y?) > 0et Q(z1,2?) > 0. De plus, il existe un chemin y® = uo, ..., u, = 21 dans le graphe associé & Q
reliant 3@ et 2V, Done, (yV, (2)) (uo,u1), .-, (Un—1,un), (Un, z(z)) définit un chemin dans le graphe associé a T
allant de y a z.

Comme p est invariante par @, >°, v V(y1,y2) = >, cr W(y1)Q(y1,y2) = >°, cx #(y2) = 1. Donc v est une
probabilité. Enfin, pour tout y = (y1,y2) € X2,

VI(y) = > vienz)T((@n,22); (y1,92) = D p@)Q@1,y1)Q(y1, 42) = p(y1)Q(y1, y2) = v(y).

xy,r0€X r1EX

Donc v est bien invariante par 7. O

8Cet estimateur a d’autres propriétés intéressantes, c’est I’estimateur que 1’on obtient par la méthode dite du maximum de
vraisemblance.
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» Exemple 62. Un brin de PADN du virus HIV1 compte 9718 nucléotides. Le tableau ci-dessous donne le nombre
d’occurrences des 16 dinucléotides sur ce brin :

aa ac ag at ca cc cg ct ga gc gg gt ta tc tg tt
1112 | 561 | 1024 | 713 | 795 | 413 | 95 | 470 | 820 | 457 | 661 | 432 | 684 | 342 | 590 | 548

Proposer une modélisation d’une telle séquence d’ADN par une chaine de Markov homogene stationnaire qui rende
compte du comptage des dinucléotides.

Solution

On modélise la suite de nucléotides comme les 9718 premiers états d’une chaine de Markov homogene (Xn)n
d’espace d’états X = {e1 = a,e2 = ¢,es = g,ea = t}. Notons V(z,y) le nombre de fois ot le nucléotide x est suivi
par le nucléotide y et V(z) = Zye{a,c oty V(@ y) le nombre de nucléotides x parmi les 9717 premiers nucléotides.

On prend comme matrice de transition, la matrice @ définie par Q(z,y) = V‘Eg(”;“)’) pour tout z,y € {a,c,g,t}, ce

qui donne :

1112/3410 561/3410 1024/3410 713/3410
0— 795/1773  413/1773  95/1773  470/1773
| 820/2370 457/2370  661/2370  432/2370
684/2164 342/2164 590/2164  548/2164
Pour avoir une chaine stationnaire on choisit comme loi initiale, la loi invariante par @) qui est décrite par le vecteur

__ (2492462740900 431851952133 577267826325 1580493162035 \ ~_
- (7100315238309’ 2366771746103 > 2366771746103 ’ 7100315238309) - (03510’ 01825’ 02439’ OV2(2)26)V( ) Vi) V)
a c g t )

On peut ]rf:flarquer que les coordonnées du vecteur p ne different de celles du vecteur (o2, 3712, o7 9717
que de 107,

12 Le processus de Galton-Watson

Le processus de branchement discret ou processus de Galton-Watson est une chaine de Markov homogene
sur N qui décrit I’évolution de la taille des générations successives d'une population ou chaque individu donne
naissance a un nombre aléatoire d’individus. Dans ce modele, on suppose que les variables aléatoires décrivant

le nombre de descendants® de chaque individu sont indépendantes et de méme loi.

12.1 Définition et exemples

Définition. Soit x une loi de probabilité sur N et {X,, ;,7 € N*, n € N} une famille de variables aléatoires
indépendantes de loi p. Soit U une variable aléatoire sur N* indépendante de la famille {X,, ;,7 € N, n € N}.

La suite de variables aléatoires (Z,,), définie par :

N

n

\g/

Xni si Zn > 1;
" (10)
si Zp, =0

Zo=UetpourneN, Z,;1=

est appelée un processus de Galton-Watson de loi de reproduction .

» Exemple 63. Division cellulaire : on considére une population de cellules toutes identiques (génération 0). Si on ne
tient pas compte de 'apparition possible de mutations, chaque cellule de cette population donne naissance a deux
cellules identiques avec probabilité p et meurt sans se diviser avec probabilité 1 — p (p € [0, 1]). Les cellules issues
de la division des cellules de la génération n — 1 constituent les cellules de la génération n. La loi de reproduction

w vérifie u(0) =1 —p et pu(2) =p.
» Exemple 64. Survivance des noms de familles : le processus de branchement a été introduit pour la premiere fois

par Francis Galton en 1873 pour étudier la survivance des noms de famille en Grande-Bretagne. Comme les noms
de famille sont transmis par le pere, p(k) représente dans ce modele, la probabilité quun homme ait k fils.

12.2 Propriétés
Dans la suite, (Z,),, désigne un processus de Galton-Watson de loi de reproduction p.

Proposition 38 La suite (Z,,), est une chaine de Markov homogéne sur N de matrice de transition Q)
définie par Q(i,j) = P(Zzﬂ Xox = j) pour tout i,j € N.
— Sip(1) # 1, Uétat O est un état absorbant et tous les autres états sont transitoires.

— Si (1) =1, tous les états sont absorbants.

9Par descendants d’un individu I, on désignera uniquement les individus engendrés par I.
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Preuve. Soit n € N* et ko, ..., k, € N. D’apres la définition de Z,, et en utilisant la convention que Z?:1 a; =0:

ko n—1
P(Zo=ko,....Zn=kn) = P(U=ko, > Xos=hu,.... S X 1= kn)

i=1

Par hypotheése, U, {Xo,;, i € N},...,{X,_1,i, i € N} sont toutes indépendantes. Donc,

P(U = ko, ..., Zn = kn) = P(U = ko) P Zxoﬁkl ZXn“fk)

Enfin, comme les variables aléatoires X, ; sont toutes de méme loi p,
PU =ko,...,Zn =kn)=PU =ko)Q(ko, k1) ... Q(kn—1,kn)

en posant Q(k,¢) = P(X:f:1 Xo,i = {) pour tout k,¢ € N. Donc,
Q(O,j) = ﬂj:o et Q(Z,j) = P(XQJ +...+ Xoﬂ' = ]) sii€ N*.
Nature des états : u(1) = 1 signifie que chaque individu donne naissance a un unique individu, la taille de la population
reste fixe : tous les états sont absorbants.
On suppose maintenant que p(1) < 1.

— Si p(0) > 0, alors pour tout i € N*, Q(i,0) = (0)* > 0 (c’est la probabilité que les i individus de la population
n’aient pas de descendants). Comme 0 est un état absorbant,

P(pour tout n € N*, Z,, #i|Zo = i) > Q(4,0) > 0. Donc, pour tout ¢ € N*, ¢ est transitoire.

— Supposons que p(0) = 0. Cela signifie que tous les individus donnent naissance & au moins un individu avec
probabilité 1. Comme u(1) < 1, chaque individu a une probabilité strictement positive d’avoir au moins 2
descendants. Donc, partant d’une population avec ¢ > 0 individus, il y a une probabilité strictement positive
que les générations suivantes aient toujours au moins ¢ + 1 individus : précisément, il existe | > 2 tel que
(1) > 0. Donc, Q(z,il) > 0 et comme Q(i,5) = 0si j < 1,

P(Z, # i, pour tout n > 0|Zy = i) > P(Xo1 =1,..., X0 =1) = u(l)" > 0.

Cela montre que ¢ est transitoire.
O

Proposition 39 (Comportement asymptotique) Notons Ext [’événement “la population s’éteint au bout
d’un nombre fini de générations”
Ext = {Il existe n € N, Z, =0} ={T < +o0} ou T = inf(n >0, Z, =0)
Posons ¢ = P(FExt) la probabilité que la population s’éteigne.
(i) La suite (P(Z, =0)), est croissante et converge vers q.

(ii) Si (1) # 1 alors avec probabilité 1, la population s’éteint ou sa taille tend vers 400 et donc
P Z =
0+ P{Ze > +oo))

Preuve.
(i) Par construction Z, = 0 implique que Z,4+1 = 0. Donc (P(Z, = 0)), est une suite croissante.
D’autre part, ¢ = P(T < +00) = limp—4o P(T < n). Or, pour tout n € N*, {T' < n} = {Z,, = 0}. Donc,
(P(Z, = 0))n converge vers g.
(ii) Soit N € N*. Comme tous les états 1,..., N — 1 sont transitoires,

N-1
P(Z, €]0, N[ pour une infinité de n) < Z P(Z,, passe une infinité de fois en k) = 0.
k=1

Donc, I’événement ”il n’y a pas extinction de la population et il existe un entier N > 0 tel que la taille d'une
infinité de générations soit inférieure a N” est de probabilité nulle :

—+oo
P(Il existe N € N*, Z, €]0, N[ pour une infinité de n) < Z P(Z, €]0, N[ pour une infinité de n) = 0.
N=1

L’événement contraire est “au bout d’'un nombre fini de générations, la population s’éteint ou pour tout entier
N, on peut trouver une génération a partir de laquelle la taille de la population dépasse toujours N”. Il arrive
avec probabilité 1. Donc, P(Ext U {Z, = +oo}) =1.

n— o0

Comme les deux événements ”extinction de la population” et ”explosion de la taille de la population” sont
incompatibles, on peut écrire le résultat différemment

q+P(Zn, — +4o0)=1.

n—+oo
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12.3 Evolution en moyenne de la taille de la population

On suppose dans ce paragraphe que la loi de reproduction p a une espérance finie notée m (m = ;:;O) ku(k))

et que la taille initiale de la population Z; est d’espérance finie.

Proposition 40 Pour tout n € N*, la taille moyenne d’une population a la n-iéme génération est

E(Zn) = mnE(ZO)

Preuve. Soit k € N. Pour calculer F(Z,), on va d’abord calculer I'espérance conditionnelle F(Z,|Z,—1 = k) pour
tout k € N.

S’il n’y a plus d’individu dans la population & la (n—1)-iéme génération alors c’est encore le cas & la n-iéme génération.
Donc, E(Z,|Zn-1 =0) = 0.

Sik >0, E(Zn|Zn-1 = k) = E(X:ik:1 Xn-1,Zn-1 = k). D’apres la relation (10), Z,—1 dépend uniquement des
variables aléatoires X ; pour k < n —1 et i € N*. Donc, les variables aléatoires X,,_1,; sont indépendantes de Z,_.
D’autre part, elles sont de loi p. Donc, E(Z,|Zn—1 = k) = mk. Calculons E(Z,) :

+oo
E(Zn) =Y E(Zp|Zn-—1 = k)P(Zn kap 1 =k) =mE(Zn_1).
k=0
Par conséquent, E(Z,) = m"E(Zy) pour tout n € N. d

Définition. Le processus de Galton-Watson (Z,), est dit sous-critique si m < 1, critique si m = 1 et

sur-critique si m > 1.

N.B.Sim < 1 et si E(Zy) < +00, (E(Z,))n tend vers 0 et donc la population s’éteint en un nombre fini de
générations avec probabilité 1. En effet, pour tout n, P(Z, > 1) < E(Z,), d’apres I'inégalité de Markov!®
Done, (P(Z, = 0)),, tend vers 1. Comme la probabilité que la population s’éteigne en un nombre fini de

générations est minorée par P(Z, = 0) pour tout n, elle vaut 1.

12.4 Probabilité d’extinction de la population issue d’un seul ancétre

On suppose dans ce paragraphe qu’initialement la population est formée d’une seule personne : Zg = 1. On

cherche a calculer la probabilité que la population s’éteigne : ¢ = P(Ext).

Théoréme 41 Notons f Uapplication définie sur [—1,1] par f(z) = Z;OB 2P (k).
— Pour toutn € N*, P(Z,, =0) = f(P(Z,-1 =0)).

— La probabilité d’extinction q est la plus petite solution positive de l’équation x = f(x).

Preuve.
— Notons S le support de la loi de Z; c’est-a-dire ’ensemble des entiers k tels que P(Z1 = k) > 0. Alors,

P(Zn=0)=> P(Zy,=0|Z =k)P(Z = k).

keS

Comme Zy = 1, la loi de Z; est u. Supposons que Z; = k avec k € N*, c’est-a-dire que la population a la
génération 1 est constituée de k individus I1,..., Ix. Notons V,Ei) le nombre d’individus de la génération n qui
sont des 'descendants de I;. Alors, la loi conditionnelle de Z,, sachant que Z1 = k est la méme que la loi de
Zle VY. D’autre part, les variables aléatoires V,Ell R Vi sont indépendantes et de méme loi que Z,_1.

Donc,

k
P(Zn=0] 21 =k)=PO_Vi) =0)= PUV{Y =0} n...n{Vii¥ = 0}) = P(Zp1 = 0)"

i=1

Cela montre que P(Z, = 0) = f(P(Zn-1 =0)).

— On fait tendre n vers +oo dans les deux membres de la relation de récurrence. En utilisant que la suite
(P(Zn = 0))n tend vers q et le théoreme de convergence dominée, on obtient que 370 P(Zn—1 = 0)*u(k)
converge vers >, % ¢* (k). Cela montre que ¢ = f(q).

Il reste & montrer que g est la plus petite solution positive de cette équation. Soit e un réel positif vérifiant
e = f(e), montrons que pour tout n € N*, P(Z, =0) <e

On a P(Z; =0) = u(0) = f(0) < f(e) = e car f est croissante sur [0, 1]. Supposons que P(Z, = 0) < e. Alors,
P(Zny1=0) = f(P(Z, =0)) < f(e) = e. Donc, P(Z,, =0) < e pour tout n € N*.

Comme (P(Z, = 0))n tend vers g, on en déduit que g < e.

EX)

10Tnégalité de Markov : si Y est une variable aléatoire positive ou nulle, pour tout € > 0, P(Y > ¢) <
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|

Définition. La fonction f : s — Z;:;Oj sk (k) est appelée la fonction génératrice de la loi de reproduction u
(si X est une variable aléatoire de loi p alors f(s) = E(sX) pour s € [~1,1], f est aussi appelée la fonction

génératrice de X)

Remarquons que 1 est toujours solution de I’équation z = f(z). Une étude de la fonction f permet d’obtenir

le résultat suivant :

Corollaire 42 Notons m Uespérance de la loi de reproduction (m € Ry U {+o0}).
- Si 11(0) =0, alors ¢ = 0.
- Sip(0) >0 et m <1, alors ¢ = 1.
- Si pu(0) > 0 et m > 1, alors q €]0,1] et c¢’est lunique solution dans Uintervalle [0, 1] de ’équation

fs) =s.

Preuve.

— Si u(0) = 0, chaque individu de la population donne naissance & au moins un individu avec probabilité 1. Donc,
pour tout n € N*, P(Z, = 0[Zy = 1) = 0, cela implique que la population a une probabilité nulle de s’éteindre.

— Si p(0) > 0 et si p(0) + p(1) = 1, alors f(s) = p(0) + (1 — p(0))s et Punique solution de f(s) = s est 1.
Remarquons que dans ce cas m < 1.

— Supposons maintenant que p(0) > 0 et que p(0) + p(1) < 1. Posons A(s) = f(s) —s. On a h(0) = u(0) €]0, 1]
et h(1) = 0. On va utiliser les propriétés suivantes de f (communes & toutes les fonctions génératrices de loi de
probabilité sur N) :

— la fonction f est au moins dérivable deux fois sur | — 1,1[ : pour tout s €] — 1, 1[, f'(s) = 3725 ks" 1 u(k),
1(5) = S5 bk — 1) (k).

— f" est donc croissante sur [0, 1]

- limsTl f/(S) =m.

Pour s € [0, 1], h est donc deux fois dérivable, h'(s) = f'(s) —1 et h”(s) = f”(s). Comme il existe k > 2 tel que

(k) > 0, h'’ est strictement positive sur [0, 1] et donc la fonction h’ est strictement croissante sur l'intervalle

[0,1[. On a A'(0) = p(1) —1 < 0 et A'(s) tend vers m — 1 lorsque s tend vers 1. Le comportement de h est

différent suivant que m < 1 ou m > 1 (faire un tableau de variations pour h).

— Sim < 1 alors h’ est strictement négative sur [0, 1] et donc h est strictement décroissante sur l'intervalle
10, 1[. Par conséquent, la seule solution de f(s) = s dans 'intervalle [0, 1] est 1.

~ Sim > 1 alors il existe un unique a €]0, 1] tel que h’(a) = 0. Cela montre que h(s) = 0 a une unique solution
dans lintervalle [0, 1].

casm<i casm=1 casm>1

09 7 ~09F 09

08 e 08 7 +osp

06 e 4 06[ \ e 1 08F
051 7 108 7 4 05F
04 s - 04k s 4 04f

0sf s Hoaft s qosf

01k P H01F P H01F

Fia. 3 — Position de la courbe de f par rapport a la diagonale suivant que m < 1, m = 1 ou m > 1 lorsque
1(0) >0 et p(0) 4+ u(l) < 1.

d

» Exemple 65. Division cellulaire : 1(0) =1 —p et u(2) = p. La fonction génératrice de p est la fonction f définie
par f(s) =1 —p+ ps>.
La probabilité d’extinction est égale & (1 —p)/psip>1/2et a 1sip <1/2.

» Exemple 66. Loi de reproduction géométrique : p(k) = p(1 — p)* pour k € N. La fonction génératrice de u est la
fonction f définie sur [—1,1] par

+oo +oo
=) s = sl—p)=—2=LL
f(s)—kZ::O p(k) ka:O( =9 = 10

La probabilité d’extinction est égale & p/(1 —p) sip <1/2et a lsip>1/2.
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12.5 Probabilité d’extinction d’un processus de Galton-Watson issu de k ancétres

Soit (Z,), un processus de Galton-Watson de loi de reproduction u issu de k > 2 ancétres (Zy = k).
Notons Iy,..., I} les individus de la population initiale. Pour i € {1,...,k}, posons Zéi) =1et pourn > 1,
posons Z,(f) le nombre de descendants de la génération n issus de 'individu ;.

Les suites (Zr(f))nzl sont des processus de Galton-Watson indépendants issus d'un ancétre et de loi de
reproduction p et Z,, = Zle Zéi) pour tout n € N.
En particulier, le processus (Z,,),, s’éteint signifie que les populations issues des individus I, . . ., I s’éteignent

toutes. En utilisant I'indépendance des suites (Z,(f))n7 on obtient :

Corollaire 43 La probabilité que le processus de Galton-Watson (Z,), issu de k ancétres s’éteigne est ¢~
ot q est la plus petite solution positive de l’équation f(s) = s, [ étant la fonction génératrice de la loi de

reproduction.

Preuve.

P(il existe n € N*, Z, =0) = P(pour tout 7 € {1,...,k}, il existe n; € N, A 0)
k
=[] PGl existe n € N*, Z{? =0) = ¢*
i=1

d

12.6 Complément : comportement asymptotique du processus de Galton-Watson
dans le cas sur-critique

Soit (Z,)n un processus de Galton-Watson, issu d'un ancétre (Zy = 1), de loi de reproduction p. On
suppose que la loi de reproduction p a une espérance finie m > 1 (cas sur-critique) et qu’elle admet une
variance o2 finie. Le théoréme suivant décrit le comportement asymptotique de la suite (W, ), définie par
W, = % pour tout n € N.

Théoréme 44 La suite (Wy,),, converge avec probabilité 1 vers une variable aléatoire W. De plus,
() (W= W)) = 0,
(i) E(W) =1 et Var(W) = —&

mZ—m’

(i1i)) P(W =0) = q ou q est la probabilité d’extinction du processus de Galton-Watson (Z,)n,.

» Exemple 67. Etude par simulations de 1’évolution de la taille d’une population de bactéries obtenues par divisions
cellulaires & partir d’une seule bactérie (exemple 63). On suppose que chaque bactérie a une probabilité p = 0.6
de se diviser. La variable aléatoire Z,, est le nombre de cellules de la génération n. Ici m = 2p et la probabilité
d’extinction de la population est ¢ = 2/3.

20 realisations de n -> Z_n/(2p)*n lorsque p= 0.6 ( 10 populations se sont eteintes ) n=5 n=30

00 02 04 06 08 10
P —!

n=10 n=40

00 02 04 06 08 10
00 02 04 06 08 10
P T

Sur la figure de gauche, on observe bien que chaque réalisation de n — %2 semble se stabiliser lorsque n est
grand vers une valeur qui dépend de la réalisation.

Les quatre figures de droite montrent la fonction de répartition empirique de 1000 réalisations de W,, = @Z’# pour
quatre valeurs de n; on observe bien que la fonction de répartition empirique se stabilise lorsque n augmente; la
proportion de réalisations nulles de Wao est 0.668, la moyenne empirique des 1000 réalisations de Wag est de 1.029
et sa variance empirique est de 4.325. La courbe “limite” doit étre le graphe de la fonction de répartition de la
variable aléatoire W introduite dans le théoréme 44 (ici ¢ = 2/3, E(W) =1 et Var(W) = 4).
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12.7 Exercices
> Exercice 77. On suppose que la loi de reproduction p et la loi de Zp ont des moments d’ordre 1 et 2 finis. On note
m et o2 respectivement I'espérance et la variance de la loi de reproduction.

1. En procédant comme pour calculer E(Z,), montrer que E(Z2) = m*E(Z%_,) + o*m™ ' E(Zo) pour tout
n € N*.

2. En déduire que la variance de Z,, s’écrit :

Var(Z,) m?2nVar(Zo) + Uanfl% sim#1
o Var(Zo) + no? sim=1

3. Etudier le comportement asymptotique de la suite (Var(Zy))n.

> Exercice 78. Soit p €]0, 1[. On rappelle que p = {u(k), k € N} est la loi géométrique de parametre p sur N si pour
tout k € N, pu(k) = p(1 — p)*.

On considére une population d’individus qui a les propriétés suivantes : un individu de cette population évolue

vers la maturité avec probabilité %. Un individu immature ne se reproduit pas. On suppose que le nombre de

descendants qu’a un individu mature suit une loi géométrique sur N de parametre p et est indépendant du nombre
de personnes dans la population et du nombre de descendants qu’ont les autres individus de cette population. On
note X le nombre de descendants d’un individu de cette population.

1. Déterminer la loi de X.
2. Déterminer la fonction génératrice G de X.
3. Donner la valeur de 'espérance de X.

4. Au départ la population est constituée d’un unique individu (génération 0). Déterminer en fonction de la
valeur de p les probabilités
— qu’il n’y ait plus d’individus dans la population a la génération 2.
— que cette population s’éteigne au bout d’un nombre fini de générations.
— que la taille de la population tende vers +oo lorsque le nombre de générations augmente.
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